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《俄罗斯数学教材 选译》 序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，同内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了-大批优秀的数学人才，到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说,从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

4 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益 - 但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断,更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少 7 事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎舂茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一枇优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视，会后髙等教育出版社和数学天元基金一起邀清熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致认为：在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况 R 经数学天元基金资助，由髙等教育出版社组 
织出版的. 



《俄罗斯数学教材 选译》 序 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫»大学的教材为 
主，也包栝俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴_这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革, 
对提髙数学素养、培养更多优秀的数学人才,可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
晌，无疑值得庆贺，特为之序. 
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第一章流形的例子 


§1. 流形的概念 

1,流形的定义 

流形的概念本质上是首先由高斯从数学上描述的地球表面的制图过程的推广. 
这种推广非常深远且可应用到一大类复杂的几何图形上去 . 

我们回想一下地图绘制过程是如何完成的.一群受委托绘制地球表面地图的制 
图员根据下列自然的要求被分成一些小组： 

1) 每一块地球表面委托给-个小组（编号为仏 

2) 如果委托给两个（编号为 〖和 的）不同小组的两块区域相交，则这些小组必 
须在各自的地图上精确地说明这块公共区域互相对应的规则.通常在实际地图上说 
明这个规则的办法是在地图上充分详细地标出地图上点的地名表，由此立即可明白 
在不同的地图上哪些点彼此对应. 

如我们记得的那样，每一张独立的地图被画在具某种坐标的一张平坦的纸上.这 
些称为卡的纸 页全体 称为地球表面的一个图册.此外，在卡上通常还指出计算出现 
在该卡上的任何路径的实际长度的法则; 这一点， 我们稍后再论及（在流形的概念中 
并不包含长度的概念)， 


从这些思考出发，就产生一个我们即将转向的极为广泛的一般性定义. 

定义 1,1. 一个任意点集 M 称为一个 n 维(微分）流形，如果在 M 上已引入 
下列结构： 1) 集 M 是有限多个或可数多个 区域％的并； 2) 在每一个 区域％ 
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中给定了坐标 x^ a = 1 , ■ 7 n , 这种坐标称为局部坐标①.此时 区域％ 本身称 
为坐标邻域或坐标卡.集合 M 中每一对这种区域的交 U q f ] U p } 如果非空，本身 
也是一个区域，在其上己经有两个局部坐标系卜纟）和(^).我们要求这两个局 
部坐标系中的每一个可以由另一个以可微方式 表达： 


% 


邛吨… ，巧)， 


a = 1, 
a = 1 ， 


4 b b 


4 n ^ 


(i) 


于是，雅可比行列式 det 


dxS 


不等于零 + 函数⑴称为（从坐标;^到坐标 


和反向的）转移函教.所有的相交偶对 [ U p , U q ) 的转移函数的公共光滑性类 
称为流形 M 本身的由“图册” { U q } 给定的光滑性类. 

流形的最简单例子是欧几里得空间本身或它的任何区域.复空间中的区域 
是 2 n 维的实区域，同样也是流形. 

关于两个流形 M = [ JU q ,N = \ JV p 可以构造它们的直积 MxJV . mBMxN 


q 


p 


的点按定义是点偶坐标区域覆盖由 


MxN = \ JU q > cV p (2) 

定义，如果是区域％中坐标，是区域％中坐标，则 E 域％ x %中坐标 
是 ( x gyVp )- 

在后面还将出现一系列流形的例子. 

应该指出，我们引入的流形的一般性概念,从纯逻辑的观点看，宽松得有点不必 
要； 需要加以限制，这将在后面去做.但是这种逻辑限制将使用我们目前尚未介绍的 
一般拓扑的语言来表达.如杲一开始就将流形定义为某个（可能更高）维数的欧几里 
得空间中的光滑非奇异曲面,也许可以避开一般拓扑.这在逻辑上是不自然的.比较 
简单的方法是从抽象地定义流形开始，然后证明所有的流形可以实现为欧几里得空 
间中的曲面. 

我们回忆一下一般拓扑的某些概念. 

(1) 拓扑空间.这是一个点集 X ，在 X 中指定了何种子集是开集.并且我们要 
求：任意两个，因而意味着任意有限多个开集的交也是开集，且任意多个开集的并仍 
是开集.全集和空集也是开集. 

开集的补称为闭集. 

如数学分析课程中熟知的那样，这种定义己给出引入连续映射的可 能性： 一个 
拓扑空间到另一个拓扑空间的映射 f ： X ^ Y 是连续的，如杲任意开集 tz c y 的 
完全原像 /- yvo 是 X 中的开集. 

O ) 換言之 t 了一个双方 一 _的肤射 h : ” IT 其中像是 R " 中一个开区域+如果采用 

nt » 中本身的坐标,则这个映射就在 K 中引入了坐标系 ( T ^ f . ■ 
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在欧几里得空间中可以引入“欧几里得拓扑' 其中的开集就是通常的开区 
域（见卷1 §2). 任意子集>1 C IT 上的“诱导拓扑”则以交 Ur \ A ^ V 作为开集，其 
中 t / 是 M n 中通常的开区域. 

定义 1.2. 流形 M 上的拓扑（或欧几里得拓扑）由下面的开集族（区域） 定义: 
在每个坐标区域％ C Af 中， IT 中的开区域被认为是开集， A / 中开集全体则由 
这些集作可数并的运算得到， 

关于这个拓扑，流形 M 的连续映射（函数）就是那些通常意义上在每个局部坐 
标区域％上连续的映射（函数)- 

流形 M - 的开子集 V 从 A / 继承了流形的结构 V = { JV q > 其中 区域％ 

Q Q 

形如 

^ = (3) 


(2) 度量空 问是一类重要的拓扑空间.对于度量空间 X 中任意两点定义了 
它们之间的距离 p ( x , y )^ 并要求这个距离具有以下 性质： 

1 ) pi^.y) = p(y^)\ 

2) p(x,x) = 0,p(x r y) > 0, 当 : r _ y ; 

3) p ( x , t /)< p ( x . z )^ p ( z , y ) (“三角不等式”). 

例如， n 维欧几里得空间是度量空间，两点 ( a ： 1 , …( 〆 ，. . .，，）之 
间的欧几里得距离为 


p{x, y) = , - y a ) 2 . 

\ a=I 

在度量空间中引入 拓扑： （任意多个）开球的并取作为开集，这里，一个球心为邱 
半径为 e 的开球是所有满足^的点^所成的集 I 

对于 n 维欧几里得空间，这个拓扑与前面定义的“欧几里得拓扑”是相同的. 

对于我们重要的例子是赋予了黎曼度量的流形（具黎曼度量的流形上两点间距 
离的定义参见第二章). 

(3) 拓扑空间 X 称为豪 斯多夫空间， 如果任意两点可包含于彼此不相交的开集 
之中1 

特别有度量空间是豪斯多夫空间：如果 p ( x , V ) = 2-, 则由三角不等式，半径为 e 
中心分别为^和 y 的两个开球不相交+ 此后我们总只考虑豪斯多夫空间. 特别在流 
形的定义中，我们也加 一点： 我们总假定流形是豪斯多夫空间. 

(4) 空间 X 称为紧空间，如果任何一个点序列总可取出一个收敛子序列.与 
此等价的是：如果 X 被可数多个开区域覆盖，则从此覆盖中可取出 X 的一个有限 
覆盖. 

(5) 道路连通的拓扑空间具有这样的性质，即它的任意两点可以用连续曲线 
连接. 
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(6) 对我们重要的另一类拓扑空间的例子是流形 M 到另一个流形 iV 的映射 
M — 7 V 组成 的映射空间， 它的拓扑的精确描述将在以后给出. 

初看之下，流形的概念似乎非常的抽象，然而，事实上即使在欧几里得空间中或 
者它的区域中，我们常常发觉自己不得不做坐标变换并按照变换规则做各种计算.更 
重要的是，在空间不同的区域中使用不间的坐标去解各种问题常常是方便的，然后 
要做的就是在两种不同坐标系共同起作用的区域中如何将解“拼接”起来，此外，并 
不是所有的曲面都容许我们引入单一的坐标系而没有奇点（例如，球面就不容许). 


流形中重要的一类是可定向流形， 

定义 1.3. 流形 M 称 为定向流形， 如果对每一对相交的区域，转移函数的雅可 


比行列式 、= det 


BXq 


总是正的. 


例如，坐标为的欧几里得空间按照这个定义是定向的.具有另 
一 种坐标的同一个空间] IT 按定义也是定向的.此时，相应地，上面所 


说的变换 
定号. 


- - yV n ) 的雅可比行列式 J = det 


dx a \ 

) 


不等于零，于是保持 


定义 1.4. 我们称坐标 r ) 和定义了，的同一个定向，如杲 J > 0;而如 
果 J < 0,则称它们定义了 Rn 相反的定向. 


因此欧几里得空间 R n 有两个定向.以后我们将证明连通流形有两个定向，如果 
它存在定向. 


2. 流形的 映射； 流形上的张量 

设给定两个 流形 ： M = \ JU P (坐标为 O 和# = (坐标为 <). 

定义 1.5. 映射 


f ' M — N 

称为光 潸性类 fc 的光滑映射，如果对一切的 fej )， 函数<«，..■ 在有定 
义的区域中是光滑性类 A 的光滑函数.此外，映射的光滑性类不可能髙出流形 
M 和 7 V 的光滑性类，否则是没有意义的， 

当 iV 是直线， N = R 的情形，映射厂 M — R 称为（实）数值函数 f { x ), 其中 : r 
是流形 M 的点. 

可能会出现光滑映射（或数值函数）不是在整个流形上而只是在流形的一部分 
上定义的情形.局部坐标吨就是这种情形的例子,对任意的就是一个数值函 
数且由它本身的意义只定义在区域％上. 

定义 1 - 6 . 两个流形 M 和 7 V 称为 光潸等价的或微分同胚的， 如果存在双方一 
一的均为光滑性类* > 1的光滑 映射： 


f ' M — N, /- 1 : N 



此时特别有局部坐标的雅可比行列式人 P = det ) 在< = 

有定义的整个区域中处处不等于零， P 

我们今后总假定所考察的流形及它们之间的映射总具有我们所需要的光滑性类 
(总是3 1，如果需要二阶导数，则不小于2,等等) + 

设在流形 M 上给定曲线; r 二 t <卜这里^是流形的点 + 当曲线位于 
坐标系为的区域％中时，我们可以将它记为 

= . 1 ：^ ( r ), ft = 1，…， n ， 

使用这些坐标，我们有速度向景 

土 = (4,… ，❿ 

在两个坐标系适用的 K 域匕门％中：我们有两种记法：和 <( r ), 这里 

x p ( rl q ( T )- ^ - - r 

对于速度向量我们有 

产一 y - dx p ± & 

在这个公式的基础上，如同在欧几里得空间中那样，可以引入 
定义 I , 7 .在局部坐标系 OJ ) 中由一组数 g 描述的一个向量称为流形 M 在 
任意点 x 的一个切向量.这同一个向量在包含点 I 的不同局部坐标系中的记号 
之间由公式 



相关联. 

n 维流形 M 在给定点: r 的切向量全体组成一个 n 维线性 空间: ^ = 2^他（称 
为切空间).特别有任意一条光滑曲线的速度向量是一个切向童.在点 rt 的邻域中选 

定一个局部坐标系 Or tt ) 就在切空间八中给定一个基 e Q = 

ax ^ 

流形 M 到流形况的一个光滑映射/定义 了一个 诱导线性映射 

: T x ^ ^ f ( x )- 

作为定义，在此线性映射下流形 M 上的曲线 : c = x ⑷的速度向量变换成流形 7 V 上 
的曲线 f ( x ( t )) 的速度向量. 在(点 x 的邻域中的）局部坐标 （ W ) 和（在点/(4的 
邻域中的）局部坐标（ 〆 ）中，映射/形如 


^ …0 二 . 
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于是,切空间的诱导映射厶由雅可比矩阵给出： 

卜 〆 = &' 

对于流形 M 上的实值函数诱导映射在流形 M 的每个切空间上是 
—个线性实值函数（佘向童).这个线性函数重合于函数/的微分却. 

定义 1.8, —个在流形 M 的每一点的切空间上给定的且光滑地依赖于局部坐 
标的正定（非退化）二次型称为 A / 上的一个黎曼（伪黎曼）度量.在每个局部坐 
标为的区域％中，这个度量由对称矩阵(旧« …， X ;))给出，对点 I 
处的任一向童€则有 Kl 2 = (这里重复指标像通常一样表示求和). 

这个度童也对同一点的两个向童按通常的公式 

{ f ^} = =冰0， 

\i \ 2 - ku 、， 

给定一个对称的标量积， 

这个定义与局部坐标的选取 无关： 

9 { S^P = 9yhqV 6 q . 


或者 



dx v a {p) dx v 

d ^ 9 a ^ d ^' 


定义 1.9. 流形上点 i 处的一个 ( kj ) 型张量在每个局部坐标系 Org ) 中由一组 
函数⑻ m ㈤ 给定.如果在另一个包含点: c 的局部坐标系(^)中这同一个 
张童由⑷: C :(： r ) 给出 T 则成立公式 



吨 … ^ g k & ^P … ㈣ ⑻ jrir、 

dxp &Xp k dxl 1 dxg 1 J1 " 


卷 1 第三章中所有对 n 维空间的区域上所得的定义和结果都自动地适用于流 
形上的张童. 

流形上的度量是（0, 2) 型张量的例子.在定向流形上，度量决定一个体积元 


— V^T^j^Qi …5 = dct ( 众 0 ；冷)， 


这里是秩为 O 的反称张童， e Ql ，.. Q „ = 土 1. 这个表达式在具正的雅可比行列 
式的坐标变换下是一个张童，因此对于定向流形确实是一个张貴.在任意（正定向) 
局部坐标中 T 体积元可以方便地记成 


Q — ^/\g\dx l 八 … A dx n . 



§1, 流形的概念 
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流形 M 上的一个黎曼度量出 2 在 M 上给出了度量空间的结构，其中点 只 Q 之 
间的距离由公式 

p(P^ Q) = inf J dl^ 

定义（其中下确界在所有连接 P 和 Q 的分段光滑曲线7上取)了由这个度量空间结 
构决定的拓扑与流形 M 的欧几里得拓扑是相同的（试证之!) . 

由卷1的结果，流形上任意两个充分接近的点可以用测地线连接.一般来说，相 
距较远的两点不一定能用一条测地线连接，但是总可以用测地折线连接. 

3. 流形的嵌入和浸入，带边界流形 

定义 1.10* m 维流形 M 称为维数〃 > m 的流形 iV 的子流形，如果己给定一 
个11光滑映射 f ： M ^ N 便得诱导映射 A 在每一点是切空间的嵌入，换言 
之，在局部坐标中这个映射的雅可比矩阵的秩等于映射/称为流形 M 到 

N 的 嵌入 . 

如果这个定义屮不要求/是 1-1 映射，则我们得到流形 Af 到 7 V 中的浸入（容 
许自交)+ 

我们将限于讨论在每个坐标邻域或坐标卡 C / p 中由方程组 


y^p) - 

- = 0 , 



的秩 = ti — m 


给定的子流形，且在两个区域 U p M g 的交上方程组（/^ = 0> 和= 0) 应该有相 
同的零点集.在这种情形下，在区域％中可以引入新的局部坐标«成）使得 


C 十 1 = …4)， …， W 々 

在这个坐标系中子流形就由方程组 


=0，一 ，.0 

给出，而函数成为子流形财上的局部坐标 I 

定义 1.11. 在流形 M 中由不等式 f { x ) ^ 0 (或/ ㈨ > 0) 界定的闭区域乂称 
为带边界流形，这里 f ( x ) 是一个光滑函数，并要求由方程 fix ) = 0给出的边界 
^4是 M 中一个非奇异子流形，即函数/的梯度在边界上不等于零. 

设4和5分别是流形 M 和』 V 中以闭区域形式给出的两个带边界流形.映射 
<p B 称为带边界流形间的一个光滑映射，如果它是一个在包含乂的开区域 

*) 原书为 p(P,Q) = min/df 有误 .—— 译者， 
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UCM 上定义的光 滑映射 尹在4上的限制： 

(p ： U ^ N t (p\a — 

如果4 C M 是由不等式 f { x ) ^ 0界定的，则开区域 U = U S 通常取为 { f ( x ) < 4 
的形式，其中£ > 0. 

最后，我们再引入一个常使用的名称：无边界流形称为闭流形- 

§2. 最简单的流形例子 

1. 欧几里得空间中的曲面.流形上的变换群 

n 维欧几里得空间中一张 fc 维曲面是由方程组 

力 (: r 1 ，，" ,^) = 0, i - ,n - k (1) 

给定的，其中矩阵 (造) 的秩等于 n - fc . 如果在这张曲面上的点（4，...处 

由矩阵 (0) 中指标为炎，… 。一 的那些列组成的子式不等于零，则 
可取 

( V 1 ，…， y n ) = ( D 、 …，-'.■■，，） ⑵ 

为曲面上该点的一个邻域内的局部坐标，其中 “ A ” 符号表示该项被略去（见卷 1§ 7 .1). 
整张曲面被形如 Uj ^ Jn _ k 的区域覆盖，其中 U n ...^ k 是曲面上使得不等 
于零的子集 + 

定理 2 . 1 . 由局部坐标取为 （2) 的区域〈… 〈么 组成的覆 
盖在曲面 （1) 上给出光滑流形结构1 

证明在曲面⑴的区域 h 一 中成立下面的等式： 

x jt = W ， … ,y k ), i-l,- ,n - fc, 

其中^是光滑函数.类^(以地在坐标为 

( Z 1 ， …， s fc ) = ( x 1 ，. …，产'… , X n ) 

的区域 U a ,... Sn _ k 中我们有 


x Si = - - ,z k ), t - 1, ■ ■ ■ ,n- k. 


§2，鼉简单的流形例子 


其中妒二妒…是光滑函数.在区域化..如 * 和 h h 的交上光滑转 
移函数 ⑼—㈤ 和⑷— ⑻为： 

y 1 二艺 1 (-= ^ 1 }, 





(=#])， 
(= ^ 1 )， 


i / 1 


/ 十 1 


(= x ^ 1 + 1 ) f 


y 9l ~ 2 = z SL ~ i (= ^ 1-1 ), 

y Sl _、 = " (二 〆 1 )， 

y s i =/】 (= x 3 ^ 1 ), 




(这里已假定 1 < A < 以 < 乃 < …）.这些映射是且逆的.回想一下，有光滑逆映射 
的光滑映射具有处处不等于零的雅可比行列式.定理得证. □ 

注1不难计算转移函数 （ y ) - 的雅可比行列式：它等于 

= ± Jsi ^ s ^ #0+ 

注2在所考察的流形的每一点处的切空间可等同于的由方程组 



dfn-k 

dx a 



⑷ 


给出的线性子空间.向童 grad ，二 (盖) 二1， ■ …， n -匕在每一点（关于中 
的标准欧几里得度量）正交于曲面. 

我们将证明在非奇异曲面上存在定向.为此，我们在这里再引入流形定向的另 
一个定义. 

在 n 维流形 M 的任意一点 T 处考察由 n 个切向童组成的任意标架 t . 任何两 
个标架 Tl y T 2 都可以由线性变换 

Ti — At2 


相关联+如果行列式 det A 是芷的，则我们称标架 ri , T2 属于同 一 个定向类，如果 
det ^<0,则称标架 r u r 2 属于相反的定向类.这样一来，在每一点; r 流形具有 
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两个非退化的切 Ti 标架类.因为标架 T 可以连续地从点: T 移动到流形上邻近的点， 
所以一个定向类连续依赖于流形的点这种说法就有意义.现在我们给出流形的定向 
的另一神定义. 

定义 2.1. a ) 流形称为是定向流形，如果在每一点都己取定一个连续依赖于点 
的标架的定向类. 

b ) 如果可以取到这样的定向类 T 则流形称为 可定向 流形； 否则，称为 不可定 
向流形. 

命腰 2 - 1 . 定义1,3等价于定义 2,1 a ). 

证明如果流形 M 在定义 L 3 的意义上是定向的，则在每一点 xeM 可以取由 
包含点 r 的邻域^的坐标袖( X , 1 , -- 的单位基向童组成的标架 （ eu ，… ， e nj ) 

作为定向标架.因为转移函数的雅可比行列式是正的，所以这样确定的定向类与包 
含点^的邻域％的选取无关.反之，如果流形在定义 2.1 a ) 的意义上是定向的，则 
在每一点 I 处己给定一个标架的定向类 . 我们考察点: r 的一个充分小的 f 邻域，在 
这个 e 邻域中引入坐标⑶ 1 ,. ■ ，使得在这个 e 邻域的所有点上由坐标轴 （ W ) 的 
单位切向量组成的标架 t e n ) 确定与己给的定向类相同的定向类.这样小的 
^>0可以取到，因为标架的定向类连续依赖于点 : r (虽然它可能与点有关).对流形 
上所有的点都完成这一过程，我们就得到流形的一个坐标邻域组成的覆盖.此时转 
移函数的雅可比行列式都是正的，因为在每一点处我们选取的坐标系的切标架关于 
已给定向类的符号都是正的.命题得证. □ 

定理 2.2. n 维空间 R ” 中由方程组⑴给定的非奇异曲面是可定向的， 
证明设 t 是曲面的切标架.显然 n 个向童子= ( t , grad / i , - ■ ,grad f n - k ) 
在每一点是线性无关的（向量 grad /, 正交于曲面且线性无关).在曲面的每一 
点我们指定一个切标架的定向类；要求标架 — 与中的标准标架 （ eil …， e n ) 属于 
同一个定向类.显然这个定向类连续依赖于点+命题得证， □ 

IT +1 中（不同于超平面的）非奇异曲面的最简单例子是球面 S ' 它由方程 

x? + = 1 

给定.球面5-是一个^维的紧流形，退过球极投影 
可以方便地在球面上引入局部坐标（见卷1§9).设 
U N 是去掉北极 iV = (0,…， 0,1) 后的整个球面，％ 

是去掉南极5={0,-- ,0,-1) 后的整个球面.区域 
⑹和心 覆盖了整个球面.在区域⑸中的局部 
坐标…， t /冗） 由从北极到平面 ， +1 = 0的球 
极投影给出；在区域 R 中则可取从南极作的球极 
投影，我们就得到坐标（沾，…，吨).由图1明显可 
见在平面 ; r n+1 = 0中，向童 iijvW 和邮⑻落在 




从坐标原点出发的一条射线上且它们的长度满足关系式 


因此，坐标 «，■，■，吨) 到坐标 (4,* ■ ,^§}的转移函数形如 




!>☆) 


E (^) 2 


( 5 ) 


(试证之!) . 反向的转移函数由同一公式给出，只不过字母 N 和 S 应该互换， 

球面界定一个带边界流形 + 维圆盘 ；)： 

/ ⑷= 4 + ■ ■ ■ + 4+1 <0 - 

球面⑻ 将空间 ㈣ + 1 分成不相交的两个 部分： f (^) < 0和 f { x ) > 0. 

定义 2.2. 欧几里得空间 ST 的一个连通的 ( n - l ) 维子流形称为是 双倒的 ，如 
果其上存在一个（单值的）连续单位法向量场. 

这样的子流形 M 也称为双侧超曲面. 

定理 2.3. JET 中的双侧超曲面是可定向的， 

证明设 p 是双侧超曲面 JV / 的单位法向量场.则可以这样选定超曲面 M 的切 
标架定向类使得标架与标准标架属于同一个定向类.定理得证 .口 

注在§7中将证明中每一个闭双惻超曲面都可以由一个非奇异方程 f ( x ) = 
0定义+由此不难推出这样的超曲面总界定一个带边界流形.在第三章中也将证明 
R n 中任何闭超曲面总是双侧的. 

在欧几里得空间中可由一个方程组给出的流形的重要例子是群流形（在卷 1 §14 
中研究过的变换群). 

a ) 行列式不等于零的矩阵组成的群 GL ( n , R ) 是空间中的一个区域. 

b ) 行列式等于]的矩阵组成的群 SL ( n , M ) 在所有矩阵组成的空 间中由 一个方 
程 


给定（超曲面 

c ) 正交矩阵组成的群 0( n ， R ) 由方程组 


AA 


给定+ 


* 12 - 


第一章流形的例子 


d ) 酉矩阵组成的群 U { n ) 在所有^阵组成的 2 n 3 维空间中由方程 

AA T =l 


给定，其中表示复共轭运算. 

在卷1 (§14 及其后）曾经证明过这些群及那里出现过的另一些群都是 R« a (和 
M 2 , 中的非奇异曲面，因而是光滑流形. 

注这些流形具有下面的补充结 构：给 定了光滑映射^和也 


fG — G ， 其中 

ip I G 乂 G — G t 其中 Jp(g^ k) = gh. 


定 X 2.3 ‘ 流形 C ? 称为李群，如果它是一个群，且由群结构给出的映射^和妒 
是光滑映射. 

所有在卷1中考察过的变換群例子都是李群. 


2. 射影空间 

我们考察空间 R " +1 中所有非零向置组成的集，并规定向童 y 和 Ay , A / 0,给 
出一个且同一个点.这样的等价类称为（实）射影空间 的点； 这个（实）射影空间记为 


的另外一种 描述： 考察空间 R n +1 中所有通过坐标原点的直线所成的集- 


根据定义，每一条这样的直线由它的方向向置给定，而方向向董的确定至多相差一 
个非零倍数，因而我们可以将这些直线看作为 ItP " 中的点 - 


每一条这样的直线与由方程（沪) 2 + --■ + ( y n ) 2 - 1给定的球面恰恰相交于 
两个对径点.因此， UP n 的每一点由球面的一对对径点给定.我们说射影空间 
MP " 由球面粘合（即等同）对径点而得.我们注意到上的函数就是球面上 
的偶函数: /( y ) = /(— y ). 

例2丄射影直线 RP 1 由圆周#上的对径点偶组成，此时上半圆周（其中 
y >0 ) 的每一点在 T 半圔周上有它的对径点.因此只需取下半圆周（其中 0) 并 
粘合它的端点1和 -1 就可得到 RP 1 ^ 于是,我们又得到一个圆周.这样一来,我们 
建立了 RP 1 与圆周屮之间的双方 一一 的对应（如图 2). 


在^维的情形，我们以类似的方式得到射影空间 RP " 的 K 列构造：取圆盘 P " 
(视为 W 的下半球面）并在它的边界 W — 1 上粘合对径点 （n = 2的情形可见图 3). 

例 2.2. 在卷 1 §14 中构造了群 5*7(2) 到 SO(3) 上的同 态 7 在此 同态下 5(7(2) 
中的矩阵 j 和—溢映射至流形 SO ⑻ 的同一点，还证明了 SU (2) 同胚于3维球面 
5 3 ,在此同胚下矩阵义和 - A 对应于球面的对径点，于是，我们得到了流形 SO ( Z ) 
和3维射影空间 RP 3 之间的双方 一一 的对应. 


-最简单的流形例子 





图3 


现在我们将引入射影空间 RP - 上的一个显式表迖的流形结构. 
考察 RP n 中区域％ = 一 0}. 在这个区域中引入局部坐标 


y° 

_ _ 


x t 


y q_1 


牙 +1 


y q 


V q 


⑹ 


区域％ 4 = … w 覆盖了整个射影空间.我们来计算转移函数的显示表示.在 

区域％，我们有坐标 ㈣ ，…，对)，其中 


4 十卜》… 

在区域仏中，对于它的坐标«…，邛）成立 


V 2 

y° 




- yX 


在区域 ^0^! 的公共部分，这里 ^ 0 y y ^ 0 , 我们得到转移函数（抑） — ( Xi ): 




x 0 


…，的 

^0 


/•pTt 

X Q 

x b 


(T) 


(注意 g 


V 1 

y° 


在交 wnu 上不等于 零). 这些转移函数的雅可比行列式形如 


^(xc)^(^i) = det 


R ) 

4 

(^ o ) 


. 0 




- 0 


( xj ) 时 


r^o 
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其他的交上的转移函数的公式可从 （ 7 ) 作适当的指标轮换得到. 

这样，我们就证实了 是一个光滑流形.在 n = 2的 情形， 我们得到 射影平 

面 RF 2 . 此时的 g 域％称为射影平面的有限部分. 

我们注意，易证前面建立的屮— 3 ELP 1 和 SO (3) ^ RP 3 的双方 一一 的对应实 
际上是微分同胚. 

复射影空间 CP ^ 被定义为在复空间中所有非零向量所成的集中将相差 
一个倍被为非零复数 A ^ O 的两向量等同起来所成的集.流形 CP rt 上的局部坐标 
可像实的情形一样来定义， CP - 是一个 2 n 维光滑流形. 

例 2.3_考察复射影直线 CF 1 . 这是由等价关系 ( s 0 ^ 1 ) ^ # 

0, U °| 2 + 1^| 2 ^ 0确定的等价类集.考察 CP 1 上的复函数 wo { z ^ z ^) = . 这 
个函数在点 (0,1) 处无定义,但是我们可以认为它在这个点取值为 oo . 于是， CY 1 就 
是（添加了无穷远点的）“扩充复平面' 

定理 2.4, 复射影直线 CP 1 微分同胚于2维球 面沪. 

证明 局部坐标⑽，你 )， ^>+^o = - ^ 将复射影直线的区域％ = # 0} 

2 0 

映射到2维平面上+坐标 ^ wi = 则在区域 CA = { s 1 ^ 0} 上起 

作用. 区域％ 和 R 覆盖整个 cp ' 且 K ^ 0 )^ K , V1 ) 的转移函数形式为 


或写成 


ui 4 - ivi = 



乜 o 一 i^o 
^0+^0 


这些转移函数（除一个符号外）重合于前面引入的球面妒上球极投影坐标的转移函 
数.定理得证. 口 


相应于所证明的定理，微分同胚于2维球面的扩充复平面称为黎曼球面.如果 
+ 是扩充复平面的有限部分中的局部坐标，则^给出“无穷远”点 oo 的邻 
域中的局部坐标. ^ 

现在我们回到复射影空间 CP -. 在向量 z = (#，… ,^)^0 的等价类中可以 
取到（终端）位于单位球面 S 2 ^ 1 上的代表元 ， BP 


| 名 0 1 2 +,.+| 之叩 =1- 
/ n \- V 2 

为此只要用数 A = f E \^\ 2 ) 乘向量 S 即可.除此之外，向量 S 还可以乘以形 

的模等于1的数. I 

推论复射影空间 CP ^ 可以从球面 -{ f ； | z -| 2 = ll 通过等同点 z ~ 

Ltt =0 J 


§3, 李群理论中的必 ffi 结果 
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如果将球面的每一点与它在 CP ^ 中的等价类相对应，我们就得到一个 

映射 

S ' 2n+1 ^ CP n . ( S ) 

CP n 的每一点在此映射下的原像是圆周沪= { e ^}. 特别当1时我们得到映射 

0 — S 2 '• (z 0 ^ 1 ) 4 忉 = 4 (|/| 2 + Ml 2 = 1 )， 

z 

习题 

2丄 证明： 奇数维射影空间 RP 2 ^ 1 是可定向的. 

2.2. 证明 ：李群 的申位元的连通分支是正规子群. 

2.3. 证明： 连通李群由单位元的一个任意小的邻域生成. 

2 A . 证明： 每个李群是可定向的. 

2.5 -证明：射影空间 ] RP n 和 CF ^ 是紧的+ 

2.6. 四元数空间由空间中非零向量不计一个非零四元数倍数所成 
的等价类集定义.在上引入流形结构并证明 HP 1 = 5 4 . 

2.7. 构造与映射⑻类似的^ MP n 的映射.在此映射下点的原像是什 

么？ 

§3. 李群理论中的必需结果 

1. 李群单位元的邻域结构.李群的李代数.半单性 

在任何苄群 G 中都有一个特别的点 go =^ 1 SG (群的单位元）以及单位元的切 
空间 T = 变换 

G — > G, g I— > hghT 1 

称为由群的元 A 决定的内自同构.这个变换保持单位元如；1不变 ( hgoh - 1 = 90 ) 
且生成切空间的一个线性映射 

Ad ( h ) : r 〜 T ; 

还有 Adlhr 1 ) = [ Ad ⑻]- 1 和 Ad ^ hj ) = Ad (~) Ad (/ i 2 ). 换言之，对应 h h Ad { h ) 
是一个线性表示 

Ad ：G ^ GL ( n , R ), 

这里^是群 G 的维数. 

对交换群 G 而言，表示 Ad 是平凡的，即 Ad { h ) = 1,对一切 
在单位元1 =如=(0, 0) 的邻域中我们选取坐标，: r ，. 可以用这些 
坐标描述群的运算：元 pi = ( V ,… , x n ), g 2 = ( y 1 ,- ^ , y n ) 的积仍仍有坐标 

W a (x,y) = f (x 1 ， … ， y n )， a = — 
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而元 } x n ) 的逆元 r 1 … ，0 有坐标 

/(I) - ip a ( x l r -- , x n ) t a = l , 

函数 #(; r ， y ) 和 tp{x) 的性质： 

1) ^( x t 0 ) = ^(0,3：) = x (单位元的性质) ； 

2) ^( xy ( f { x )) = 0 (逆元的性质)； 

3 ) ^(x^(y,z)) =i ； (ij(x,y),z) ( 结合律 ). 

由函数 唞: 和 ^ p ( x ) 的光滑性及性质 1) 导出 


i> a {x,y) = ^-h^ tt + b% y x^ -h (阶数 > 3 的项 ) + 


现设£和 r ? 是群在单位元处的切向董，即空间 T 中 的元； 并进一步设和 
( V 0 ) 是它们在我们的坐标系中的坐标.定义换位子 [ tr }} eT 如下： 




⑴ 


其中的 


夺 V 




dx 铒 dy. 


由此定义推出换位子的下列性质: 


(0,0) 


a) [ T 1是 r = IT 中的双线性运算，这里 n 是群 G 的 维数; 


b) [t V ] = 

c ) 将（结合律 ）3) 中等式的两边作泰勒展开井略去阶数 > 4 的项，我们就得到 
雅可比恒等式（试证之0 


[[t W ， C] + [[C， €，"] + [["， dl = 0- (2) 

于是， G 在单位元的切空间关于换位运算是一个李代數（见卷1 §24). 这个李代 
数通常称为群 G 的李代數（见卷1同一节). 

在坐标系中，換位子由一组数给出，它们满足 

[ Lc & eV . (3) 

这些数关于指标艮7是反称的并称为李代数 的结构常数. 

群 G 的一个单参教子群是指一条满足 R 0) = 1和 F(h ^ t 2 ) - i ^( ti ) F ( t 2 ), 
F (- t ) = F ( t ) - 1 的一条（参数化）曲线 F ( t ) C G . 在矩阵群的情形（见卷1 §14)，它 
们的形式为 

F ( t ) = exp ( j 4 i ). 

在抽象李群 G 的情形，对于一条曲线 F ( t ) 可定义一个依赖于 t 的向量 

F~ l F ^ F { t )- l ~^ gT . 

Cvu 




F ( t ) F ( e ), 从而 


dF 

dt 


dF { t - 

de 


F ( t ) 


dF { e ) 

de 


即 F ( t )= 厂⑴广⑼或 F - 1 ⑴户⑷ = F (0)= 常向童 _ 另一方面，对于每一个非零 
A ^ T 总存在唯一的单参数子群 F ⑴满足 


F^F = A. 


⑷ 


事实上，由于常微分方程的解的存在性和唯一性定理，我们通过解方程 （ 4) 就可对小 
的 ^ 得到单参数群 跨 y 由 F(S) (\S\ <0 中的元重复作乘积可以将群 F{t) 延拓到 
所有其余的值 * 上 . 

对于用这个方法求得的群 G 的单参数子群，像在矩阵群情形一样，仍釆用记号 
F(t) = exp(A() - 

习题 3 .1 ■设 R ⑷和 F 2 (t) 是两个单参数子群：山二 Fi (0), A 2 = F 2 (0) 或者 
说 Fi{t) = exp (^ it ),^( t ) - e^p(A 2 t). 证明公式 


t 2 [ A u A 2 ] = + G ( t 3 y (5) 


设厂⑴= exp ( A ) 是群 G 的单参数子群. 变换 FgF - 1 生成李代数了⑴= 
的单参数变 换群： 

Ad F ( t ) : R n R n . 

向量 ^Ad F ( t ) 落在群 GL (? i , R ) 的李代数中，即是一个线性算子. 

^ t~Q 

习® H 证明: $ Adi ^) 的形式为 B ^ [ A , B ]， 其中 B eR n 是李代数 

咖 t=G 

中的向量.变换 i ? ^ [ A t B ] 记为 ad A : U n ^ M ". 

现在我们将利用单参数子群在李群 G 的单位元的邻域中定义一种（典范）坐标. 
设是作为 G 在点如=1 eG 的切空间的李代数] R " = T (1) 的一个基.对 
任意的向置 d 都可定义单参数子群 exp At = F ( r ). 

令 

exp A = F ( r)\ T ^ u (6) 

并指定点 exp 4 的坐标为结果我们就得到在点 1 € G 的一个邻域中 
的一个坐标系 T 在这个坐标系中和5：(^) 2 充分小.这就是“第一类典范坐标”. 

另一种來标：设巧= exp (^ U ). 则点1 € G 的一个充分小邻域;7中的任意点没 
可记成 

9 - ^\(M)'' F ri {t n ), ⑺ 

其中 h ， ■■九 的值小.我们指定点0的坐标为 , t n ^ x n ] 这就是“第二 
类典范坐标”. 
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习腰 

3.3, 考察曲线 g ( r ) = Fi ( rti ) - - - F n ( rt n ) r 证明: 


dg 


dr 



3,4. G = 50(3) 的何神坐标表示“欧拉角” tp 池 ❹(见卷1例 14.1)? 

第一类典范坐标可方便地用于下面定理的证明. 

定理 3A . 如果李群 G 中的乘法函 数少 1 是实解析的（即可展开成收敛幂级数)， 
则李代数唯一地决定单位元1 e G 的某个邻域内群 G 的乘法. 

注对0的解析性（或 者说， 对群的解析性）要求不是实质性的，但不要求分的 
解析性时的证明要复杂得多， 

证明作辅助函数 WOiO 如下： 


I ㈣ 


dj) a {x,y) 

dxf 3 




喵⑼=咯 


其中 if ( x ) 


一 1 


是逆元.于是，对函数 件， y ) 可得一个关于 Z 的微分方程组 


( 8 ) 


初始条件为 


^( O y y ) = y - 


(为得到方程组（8)，我们注意它的左边 


d ^{ x , y ) 
_ — 




咖 , v) 

y)) 


d ^( x , y ) 


是 


dxy 




然后余下要做的只是应用函数的性质 1),2)^).) 
方程组⑻的可积性条件为（见后面的 §29) 


d 2 ^ 0 


ff 2 ^ 


dx y dx s dx & dx ^ 


或等价地， 


dv $ 


dv a 

㈢ = 2 « 


⑻ 


其中是李代数的结构常数. 



李群理论中的必®结果 


19 _ 


我们注意到具初始速度向量4 (^)的单参数子群^ = 4*) 的方程形如（见 

⑷） 

，二 ^ 务 + at)) 

de € =0 ^ f =o 

d 料 x ， y) dx^{e^t) 

—^ = 〜(冲 )） j . 

在第一类典范坐标中，根据定义 X ^( t } = 于是， 

A a = v ， (At)A' 

或 

x a = v^{x)x^. 

我们证明在典范坐标中这些函数 V -( x ) 是唯一决定的.关于^微分最后面的等式 
可得 

dv ^ 

现在用^乘以等式⑼并对0求和，我们得到 

xi3 ^k + < ⑷=% + 

在这个等式中用替换$将成立 

tA ^ d^' 也 )= K I c % A ^ tv ^ (10) 

引入函数 w ^( t ) ^ tv ^( At ) = w ^( t , A ), 等式 （10) 意味着 

dw ^ 

我们得到函数的一个具常系数的线性微分方程组.初始条件为 ^(0) = 0. 因此 
函数 w ^ it . A ) 对任意的 A 唯一地由李代数结构决定，由此，函数 V ^{ x ) 唯一地被决 
定，从而乘法法则作为方程组 （8) 的解也唯一地由李代数结构决定.定理得证. □ 

推论1如果连通的解析李群 G 的李代数是交换的，即 [ A , B ] - 0,则群 G 是 
(通常意义下的）交换群. 

事实上在这个群的单位元的一个邻域内这个推论由定理 3.1 导出.（在 （10) 中 
置4 = 0,我们得到 v ^( x ) = 结果方程组⑻具初始条件 ^(0, y )= y 的解为 
^( x , y )- xA - y .) 只要注意到 G 的任何元由于连通性都可表示为若干个单位元附近 
的元的乘积就是以明白整个群也是如此. 
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定义 3-1. 非交换李代数 I = 称为是单李代数，如果它不包含真理想 

即不包含这种子空间 J 一 40,而 [/, i ] C L 如果群 G 的李代数是单的，则 G 
称为单李群.李代数 I 称为半单李代数，如果 i = /l + --* + / nt 其中0是单 
李代数，两两交换的 dhJi ] = 0,当 fc # 0且 自身非 交换.具半单李代数的群 G 
称为半羊李群.对于任意李代数可定义 “基灵 形式” 


( A t B ) - - TV(ad Aad B ), ， (11) 

其中 i 上的算子 adA 形如 

u I — > [ A r u],u e L . (12) 

在前面我们对于李群 c ? 的每一个元伴随群的李代数的一个自同构 Ad (^) 
(它由 G 的内自同构诱导面 成); 我们自然地将这个自同态 Ad ( ff ) 称为李代数的内自 
同构. 

定理3.2， 1) 如果李群 G 的李代数1是单的，则内自同构 Ad g 是李群 G 的 
—个不可约线性表示（即在 i 中不存在非平凡的不变子空间 2) 如果基灵形式 
是正定的，则李代数是半单的. 

1) 的证明如果表示 Ad p 有不变子空间 IdL , 即如果对任意的0 e G , glg ^ 
C /，则当 p 接近子1时,我们得到 


[L^CL 

(事实上对任意元 X ^ L , YeI 和由这些切向量给出的单参数子群 x ( r )， y ⑷，了的不 
变性隐含向量 

Ad ( x { r )){¥) = ^( x ( r ) t /(^( r ) _1 ) 

对任意 t 都落在 J 中.使用第一类典范坐标， x ( r ) = Xr , y ( t ) = Yt % 对于 
x ( r ) y ( t ) x ( rr l = x ( r ) y ( t ) x (- r ), 使用⑴前面的等式及逆元的性质可以得到它的 
第《个分董为+ [ X , K ] f 7+ 关于*， r 的高阶项.因此对充分小的 r 

Ad ( x ( r )){ Y ) = Y + [ X , Y]r + 0( r 2 )， 


结果有 


[X， + O(r^) e 


将最后的表达式除以 r 并令 r — 0, 由于关于欧几里得范数有限维向量空间的任何 
子空间都是闭子空间，最终我们得到 [ X , Y ] eL ) 

因此， I 是 L 中的理想，这与 L 是单的矛质.结论 1) 得证. □ 


§3. 李群理论中的必 a 结果 


2) 的证明设/是李代数 i 的理想.我们首先证明 J 关于基灵形式的补 J (即 
J 是 L 中所有正交于/的向置所成的子空间）同样是一个理想.为此 t 设分 
别是 L 山 J 中的任意元并注意由于雅可比恒等可表示为 

I 

ad [^4, B ] = ad Aad B — &A Bad A , 

成立等式 

Tr ( ad [ X , F]ad Z ) = Tr(ad Xad Fad Z — ad Yad Xad Z ). 

利用迹 （ TV ) 的性貭我们得到 

TV { ad [ X , y]ad Z ) = TV(ad 义 ad Fad 2 - ad Xad Zad Y ) 

= Tr{ad X ^ d [ Y , Z \) = 0, 

因为 [ y ， 別 e / 且 x e 丄于是 [ x , rj 正交于由此导出所需的 [ l , j ] c j . 

基灵形式的正定性隐含 i -/® J ； 于是，具正定的基灵形式的李代数分解成单 
李代数的直和且这些单李代数是非交换的（因为基灵形式在交换直加项上的限制等 
于零). □ 

注在李代数理论中证明过更强的结论：李代数是半单的当且仅当它的基灵形 
式非退化.这个定理的证明除了上面用到的论证外还利用了这个 事实： 非交换的单 
李代数的基灵形式不可能恒等于零.这个事实又可以从恩格尔定理推得.恩格尔定 
理说： 李代数 i 的基灵形式等于零当且仅当该李代数 L 是幕零的，即当且仅当存在 
n 使得 

「 ■ - , [Ai.A 2 ]r - ' J 7 ^Tt] = 0 

对任意的 A , …，^4 。 e L 

习級 

3.5. a ) 证明； 一个连通黎曼流形 A / 的运动（等距）组成李群. 
b ) 对黎曼流形的所有共形变换组成的群证明类似的结论， 

3.6. 决定卷1 ( 见 §24) 中出现的李代数中哪些是半单的或单的. 

2 - (线性）表示的槪念 • 非矩阵李群的例子 

定义 3.2 .群 G 到某个矩阵群的一个同态 p : G ^ GL { n , R ) 或 P ，■ G — 
GL ( n t €) 称为群 G 的-"个表示.此时由公式 Xp (9) ^ TV p ( g、，g G G 决定的 
映射 Xp : G 〜 R(G 1 C) 称为表示 p 的特征标， 

—个表示称为不可约的，如果在空间(或 C «) 中不包含关于所有的形如 
p [ g ),9^0, 的矩阵不变的非平凡子空间.成立下面简单但重要的 
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第一章 流形 的例子 


定理 3.3 (“舒尔引理”) • 设內： G — = 1,2,是群 G 的两个不 

可约表示-如果 A : ^ R -= 是一个将内变为 pa 的线性变换（即满足 

Api ( 9 ) = /> 2 ⑷4则4或者是零变换或者是一个同构（此时自然有叫= 

证明如果； r 是 A 的核中一个元，即 At = 0 T 则对任意的 geG , 


A/h (g)x ^ P 2 (g)Ax = 0; 

换言之， A 的核是 表示内 的不变子空间，因而由 Pl 的不可约性它必须或者是整个 
R ni (此时 A = 0 )，或者是零空间.类似地， A ( R n i ) c r 13 关于 p 2 ( G ) 是不变的，因 
此或者是零空间或者是整个 K 定理得证. □ 

注设给定李群 G 的一个表示 p.G 一 GL ( N f U ). 这个（光滑）映射在群的单 
位元处的微分心将李代数 0 = r (1) 映射至矩阵 空间： 

/>* : 0 M(JV,R). 


映射〜 给出 李代数 3 的表示 （李代数同态)，即对李代数 0 中任意向量成立等 
式 

P*[CM = [pXyP*^] 

(试证之!) . （可以证明^的连续性自动地导致它的光滑性 .） 

表示 p:G^ GL{N,M) (或 G — GL(NX)) 称为是 忠实的 ，如果它的核是平 
凡的，印当 p / 1时 〆 W # 1. 任何矩阵李群具有平凡的忠实表示，因为它已经实现 
为空间 （ 或 C 〃） 的线性变换群.然而并不是每一个李群都可实现为欧几里得空 
间的线性变换群的.例如，考察实直线的形如 


+ 2 ?ra + — In 



(13) 


的变换群 G = SL (2, R ), 其中 xeR t a € R , zeCj 2：|< l , ln 表示自然对数函数的由 
条件 hi 1 = 0决定的连续分支，（对数的真数是一个分式,它的分子和分母彼此共轭， 
因此模为1，于是对数是一个纯虚数，从而整个右边是一个实数 .） 群 SL (2 t R ) 是一 
个3维连通李群.它具有一个同构于 Z 的子群由 （13) 中 aeZ 且$ = 0对应的变 
换组成，这个子群的元与群的其余可交换，或者如通常所说,这个子群属于群的 
中心（下面我 I ]将看到它重合于群 5 X (2, R ) 的中心 z ^ QMa 为任意实数的变换 
(13) 组成群 5 X (2, R ) 的一个单参数于群. 

每个变换 （13) 具有性质：如杲 X |-^ M x + 2 ?rfc + 27 rk(k € Z ); 因此它定 
义了圃周 | w | = 1 上的一个变换，即变换 




于是我们得到群 Si (2, E ) 到群 SL (2, M )/±1 = SU ( hl )/± l 的一个射影（同 
态).显然，这个射影的像是整个群 5 i (2, IR )/± l ? 而它的核正是上面提到的群 2. 


§3. 李群理论中的必*结果 
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因为群 SL (2, R )/ ±1 只有平凡中心，由此推知群 ^(2,^) 的中心就是我们的这个 
群[ ^ 

定理 3.4 .群 SL % R ) 不存在任何的忠实线性表示. 

证明回想一下，群 SL (2 M ) 具有一个单参数子群,这个子群与它的（同构于 Z 
的）中心有无限交但不属于这个中心（中心由 aGZM.z = 0 的变换（13〉组成)•我 
们将证明群 SL (2, R ) 的这个性质与它嵌入于矩阵群是不相容的， 

我们假定群 G C GL ( n , C ) 同构于 SL (2 My 设7?是群 G 的对应于上面所说的 
子群的单参数子群.由卷1 §14, H 其中 A 是某个 nxn 矩阵.如 

果必要，借助群 GL ( nX ) 的内自同构，我们可以做到使矩阵 A 化为它的若尔当典范 
形，即成为分块对角矩阵，每一分块形如 


/X a! 0 \ 

_ 4 

•' •- 

_ 

_ 

_ 

\0 A / 


其中〜= 0或1 (我们假定不同的分块对应于不 同的' 即分块的阶数等于矩阵 A 
的本征值的重数).于是，矩阵 exp ( tA ) 也是具同样阶数分块的分块对角矩阵，它的 
分块形如 e xt B x ( t ), 其中 



ait - a 1 a 2 t ' 2 


0 1 a 2 t 

0 0 1 



0 


0 


o 

1 . 

ast 



1 

1 

(^ 2)1 


ai * -akt k ~ l 
a 3 ■ - . a k t k 一 2 



由这种形状的矩阵与群 G 无穷多次相交这个事实可以导出群 G 的每一个元都是具 
有同样阶数分块所成的分块对角矩阵， 

所有的与 G 中全体矩阵可交换的矩阵（包括退化的）所成的集 P 是 n x ^矩 

阵空间 C — 的一个线性子 空间； 交 Pf ] G 是群 G 的中心 . P 的矩阵又是具有 G 中 

矩阵同样阶数分块的分块对角矩阵，而这种矩阵属于 P 的条件可以用关于矩阵中元 

的一个线性齐次方程组表达，并且这个方程组中每一个方程只涉及一个确定的分块. 

于是，矩阵 exp ( tA ) 属于中心的条件可以写成关于矩阵 Bx ( t ) 中元的一个线性方程 

组，即写成关于〖的一个代数方程组 . 这样的方程或者关丁 f 恒成立，或者有有限多 

个解_这与群 H = | exp ( M )} 不属于中心但与中心有无穷交这个事实矛盾，定理得 
证- □ 


习埋 


3.7. 计算群茲 (2, R ) 的李代 

3.8. 证明： 前面构造的映射红(2，脱） — SL ( 2 , U )/± 1 在单位元的某个邻域内 
是同构. 


§4. 复流形 


1. 定义和例子 

现在我们介绍复流形的概念. 

定义 4.1, 一个复维数 n 的复解析流形 是一个 2 n 维的流形 M T 其上已取定可 
等同于 n 维复空间中区域的局部坐标区域 U qt M ^ \ JU q . 在每个区域％ 

中给定的复局部坐标为 < = 4 \ i ^^ = hn . 在^个区域的交 Kn % 
上有着两种局部坐标系和(^).要求从坐标 （#) 到坐标 （<) 以及从 
到 «) 的转移函数是复解析函数（见卷1 §12): 

dz^ dz^ . ^ 

藏 a 矿 0 ‘ ⑴ 

一个（在任意局部坐标系中）复解析的映射称为复流形之间的全 纯决射 .到 
复直线 C 中的全纯映射称为复流形上的解析函数（或全纯函数). 

映射称为 双全纯映射， 如果它及它的逆映射均是全纯的.互相之间存在双 
全纯映射的复流形称为双全 纯等价 的复流形或者称为复 微分同 胚的复流形. 

复流形的一个重要的几何性质是它们的可定 向性： 

定理 4.1. 复解析流形 M 是定向流形 * 

证明 设< =< +吨是流形 M 在区域％中的复坐标， z ^ x ^ iy § 是区 
域％中的复坐标,从坐标到 （«) 的转移函数的实雅可比行列式形如 


J R = 


，卜此 ㈤ 2 


(见卷1引理 12.2). 所有这种雅可比行列式都是正的.定理得证. n 

复解析流形的一个例子是在§2中考察过的复射影空间这些流形上的局 
部坐标像在实的情形同样构造，并且转移函数可以由§2中公式 （7) 给出，它们是复 
解析的.复射影空间 CP 是紧流形（见习题 2.6). 

当 n = 1时我们得到扩充复平面（“察曼球面”).此时在无穷远点 oo 的邻域中 
的局部坐标是 u ; = i (对 z = oo , = 0). 

Z 


§4, 复流形 
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最简单的复流形例子是中的区域.另一类重要的例子是 cn 中非奇异曲面, 


它们由方程组 

你 1 ，…，沙）= 0, 


U 之 1 ) =0, 



给出，其中所有的函数 / ls … j n . k 是复解析的，且矩阵 (0) 具有最大秩（等于 

n - k ). 借助卷 1 §12 中的结果 ； 完全像在实的情形一样> 我 I] 可以证明非奇异复曲 
面是复解析流形. 


与实的情形所不同 的是： 空间 C " 中的复子流形并不能包括所有的复解析流形. 
为确信这一点 T 我们证明下面重要的定理. 

定理 4.2. 紧连通复流形上的全纯函数必是常值函数. 

证明设/是紧连通复解析流形 M 上的全纯函数.于是，紧流形 M 上的连续 
函数|/|在 某点幵 上取到最大值： 


\ f { P )\<\ f ( Po )\. 

因此，由流形的连通性及下面的一般性结论可知函数 f ( P ) 在整个流形 M 上是常值 
函数. 口 

引理 4.1 (鼉大横原 理). 设/是 n 维复空间的某个区域上的全纯函数. 
如果函数 Ln 在 t / 中点凡上取到局部极大值，即 \ f { P )\ ^ |/(凡>|对17中充分 
邻近幵 的所有点 P 成立，则函数/在几的一个邻域内是常值函数. 

证明由引理中的条件，函数1/1在任意的过点 p 0 的复直线上有局部极大值. 
因此只要对 n = 1证明最大模原理就足够了 +此时可以假定丹= 0,/(0) # 0 ( 当 
/(0) - 0时命题是平凡的).适当地将函数乘以一个数；可以假定/(0)是一个正实 
数+ 


对于单变量全纯函数成立柯西积分公式（卷1 §26): 


/⑼二 



f ( z)dz 

Z 


其中7是内部包含坐标原点的圆周.由=常数，我们得到 

= (3) 

J 

关系式 （3) 对全纯函数的实部和虚部也同样成立_ 

设 m ( r ) - ma ^!/( re ^)|. 由引理条件，/(0) > m ( r ), 但是由公式 （3) 推出 

/(0) $ m ( r ). 这意味着/⑼= m ( r ), 函数贞 z ) =如(/(0) — f ( z )) 在任意圆周 
2 =： 上是非负的，其中 r 充分小，事实上 ， /⑼- \ f { z )\ ^ 0, | Re /(^)| < |/(^)|, 
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由等式（3)，这个函数沿圆周2 = re — 的积分等于零.因此在任意圆周 z 
上 （r 充分小 X R ^(/(0) - /⑷ ） = 0,即 Re /( 2 ) = /(0).由不等式 \ f ( z )\ ^ /(0)就可 
推出/⑷=/(0)对所有的接近于零的 z 成立.引理得证. 口 

现在设 max \ f { P )\ = f ( P 0 ) 是全纯函数/在紧复解析流形 M 上的最大模.再 

设 AT C M 是 € 流形上所有满足 f ( P ) = /( 几）的点 P 的集合.由最大模原理 t 集 
在 M 中是开集（每一点 P ^ M f 连带它的某个邻域一起属于 M f ). 此外，显然 
是闭集且非空.因此= M (因为 M 是连通的).这样就完成了定理的证明. □ 
推论1 C " 中维数大于零的复解析子流形必是非紧的. 

证明假定存在紧复流形 M 到的全纯嵌入 /r 

/ : M — C' 

可以假定 M 是连通的（否则，分别考察 M 的每个连通分支).于是，这个映射的所 
有 坐标户 将是 M 上的解析函数 T 从而是常值函数，即/将流形映射为一点.推论 
得证. □ 

C n 中非奇异曲面的重要例子是这些复变 接群： 

a ) GL ( nX)r 所有的非奇异^阶复矩阵 ^,dct 所成的集,它是所有复矩 

阵组成的空间 C n2 = R 2 ftS 中的一个区域. 

b ) SL(nXh 所有的 n 阶单模复矩阵 A(det A = 1 ) 所成的集. 

c ) OinX ), 所有的复正交变换，即满足= 1的 n 阶^阵4所成的集. 
这些曲面的非奇异性在卷1 §14.1 已有证明.由推论1这些群均是非紧的. 

这些流形 G 在定义 2.3 的意义上是李群.更一般地，由群结构定义的映射0和 

^-.GxG^G, 其中妒(»)=冰 

令 G — 其中#(分）=5 _1 ， 

都是复解析的（全纯的）映射.群 G = GL ( n ， C )/ i ( n , C )，0( n , C ) 都是复矩阵 李群. 
定义 4*2. 李群 G 称为复 李群， 如果由群结构给出的映射 < 和0是复解析的. 
定理 4.3. 所有的连通紧复李群都是交接群， 

证明设 e 是群 G 的李代数.考察 G 在0上的表示 Ad , 这个表示是群到 
复 nx n 矩阵空间的复解析映射 ： G — GL ( nX ) C C ^. 如果群 G 是紧的，则由 
上面证明的定理，这个映射是常值映射.于是 ， Ad G = 1是单位矩阵（即对一切 
5 e G ， Ad ⑷ = 1)* 

如果此）是 G 中任意的通过单位元的（光滑）曲线 t 且沉 0) = X ，则对李代数 0 
中的任 意元广 如定理 3.2 的部分 1) 的证明中所指出的那样,成立等式 


Ad ( g ( t ))( Y ) = y + t [ X , Y ] + 0( t 2 ). 


因为 Ad ( g ( t ))( Y ) - y . 我们断定对任意的 G 0 , [ X , Y ] = 0,由此及定理 3.1 的 
推论可知群是交换群.定理得证. 口 

连通的紧复李群唯一的例子是复 环面， 设在空间= C 7 1 中给定 2n 个实线 
性无关的向量 ei ，…/ 2n . 如果在 e 1 中规定相差向量 e 2 „ 的一个整系数线 
性组合的两个向量为等价的： 

2 n 

z ^ z J r^ x j 71 ^€ ( ^ n a e S , 

Cf=i 

则所得的等价类集就是 复环面 T ' 这样的整系数线性组合生成中的一个子群 
r (向童 ■■而 张成的 整格) +环面是一个 商群： 

r 2n = c n /r. 

分别由向量（化■ ■ ■』％)和 Uu … U 给出的整格 r 和 r ' 重合 T 如果向量 
/,属于 尸而 q 属于 r : 

ft = 心 j' ej m 〜 fi. 

矩阵（必和（叫）的元是整数且互为 逆阵. 因此， det ( nf ) - det ( mj ) = 土 1 .反之，由 
整系数线性变换相关联的任何两组向量（巧）和（/ 0 给出同一个整格. 

如果取 Cn 中充分小的开集在自然映射 

€ n T 2n = c n /r 

下的像作为的坐标邻域，则可得环面上的流形结构.试证明环面 Th 成为 
一个紧复解析流形，且是一个（具交换群结构的）复李群， 

环面: T % 上的一个函数可视为 cn 上的一个 2 n 重周期函数： 

/ (》+ > : = /(^)- 

由定理 3.2 可得 

推论2 C n 上的全纯 2 n 重周期函数必是常值函数. 

例 4 丄设 = 复环面 T 2 由一对非零复数之给出.用 q- 1 
乘以每一个复数，我们就得到形如 ( l , r ) 的数对 7 T 二 z 2 / z t 6 C ， 丑 t 的虚部 Im r 不 
等于零（向量 1 和 t 是实线性无关的)，由向量勿）和 ( l , r ) 给出的环面是双全 
纯等价的（在 C 中用 q 和 的乘法“诱导” 了这些环面之间的全纯映射).于是， 
每一个复一维环面 r 2 由一个虚部不等于零的复数 r 给出. 

引理 4.2. 如果（虚部不等于零的）复数 T 和 V 由线性分式变换 
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相关联，其中 
面重合. 


矩阵 (p 有整数元且行列式等于土 1 ，则由 


r 和 r f 给出的环 


证明 C rt 中由向童组（1， r ) 和 （pr + g ■ 1 ， mr + n * 1) 定义的整格重合.如刚才 
注意到的那样，第二个整格定义的环面双全纯等价 于数产 给出的环面.引理得证 .口 


注可以证明（这需要使用楠圆函数这个 工具） 由充分邻近的复数 r 和 〆 给出 
的环面是互不双全纯等价的. 

从实流形观点看,环面 r 2 微分同胚于二维实环面 T 2 - x ^1,其中每一个圆 
周可由在通过 q (或通过 a ) 的直线上将^ (或的整数倍的点等同而得； 2 n 维 
环面： r 2 n 则微分同胚于 2 n 维实环面5 1 x - - x 5 1 . 

设环面了〜由向童 e lT 给定. 这些向童中有 n 个是复线性无 关的； 不失’ 
一 般性，可假定它们是 ei ，…， e n . 将向童 e n+1 ， • …/加 关于这个基 分解： 

n 

^ n+k = 〉 : … . ， Tl , 

复矩阵万= ( b kJ ) (除一个双全纯等价外）完全由环面 r 2 » 决定.矩阵 B 的虚部必须 
是非通化的，否则向量 ei ，… t e 2 „ 将是实线性相关的. 

定义 4.3, 环面 T 2 " 称为交换环面，如果对它的整格的某个基（&，..■ ， e 2n ) 矩 
阵 S 是对称的且它的虚部 _ 

H = ^kj = ^kj 

是正 定的： 

bjk = bfcj' > 0 ， 

其中 { C 1 , - 是任意非零实向童 ■ 

例如 S 由虚部 Im r > 0的数 r 给出的复一维环面 T 2 是交换的.因为由数 r 和 
_ r 给出的环面重合，所以任意的复一维环面均是交换环面.然而在复二维环面 T 4 
中有非交换环面. 

习题 4.1. 证明： 几乎所有的环面 r 4 是非交换的. 

对于交换环面可以定义（雅可比-黎曼 ） 沒函数 e { z u - ^ n ), 其中仏… ，〜是 
复变童： 

❿ 1， … ^ n ) = E ex p M + > 二 fc / » (4) 

- a m « I j,k k I 


其中求和取通所有的整数组 （ r ^ ，…，矩阵 S 的虚部的正定性保证了这个级数 
的收敛性. 



2. 作为流形的黎曼面 


我们回想一下（卷1 §12.3) 多值函数的黎曼面的 定义. 在两个复变量的空 
间 C 2 中，对任意解析函数 f ( z ， w ) (例如多项式函数）可以作它的零点曲面 


f { z , w ) = 0. (5) 

这个曲面是一维复流形（复曲线)，如果曲面满足非奇异性条件 

gra d e /=( 砮，盜) 一 0 

(见卷 1 §12). 

关于 W 解方程 巧 >, 我们可以得到一个多值函数， 例如： 

a ) 扣= f { w , z ) ^ w 2 - P n { z ), 其中 P rt ( z ) 是一个无重根的多项式（超椭 
圆黎曼面 ) T 

b ) ii ? = In 2 = In \ z \ + iarg ^ -h f ( w y z ) = e u， — z . 

函数 w ( z ) 的多值性意味着曲面 （ 5) 沿 w 方向到 z 平面上的射影不是 1-1 的. 
设函数 f ( z t w ) 是关于变量&切的 n 次多项式.作替换 




于是， f { z , w ) - 其中仏是齐次多项式.投影到射影平面 CP 2 

上，方程 /(A uO = 0变成 

Qniy 0 ^ 1 ^^) ^ 0 . ( 6 ) 


曲面⑹中/ = 0 的点称为黎曼面 （ 5) 的“无穷远 ”点. 

引理 4.3. 由方程 （ 6) 给出的 CP 2 中的黎曼面是紧曲面+ 

证明 函数仏 的零点集在 CP ^ 中是闭集.因为 CP 2 是紧的，所以其中的闭子 
集也是紧集.引理得证. □ 

方程 （ G ) 在非奇异的情形给出一个二维紧流形.这个流形的形状又如何呢？我 
们先研究 f[z ， w ] 工 W — 八⑺中 Pn ( z ) 为低次多项式的情形,然后得到更一般的结 
果- (要指出的是，这种曲面的无穷远点是奇点，因此它们在将这种曲面构造为流形时 
一般不出现，或者严格来说，它们必须从这个流形中移去 .） 

例 4.2 .设 f(w r z) =w 2 - z ； Q 2 {v° i y\y 2 ) = (y 2 ) 2 - vV . 

考察点和一条联结它们的线段 ^ 在微分同胚 
于 CP 1 的球面 S 2 上，这条线段如图4上所显示.直观上显然可 
见，黎曼面 f ( z ， w ) = 0 的所有在这条线段外面的点分厲于两个连 
通分支,借助于到 Z 平面上的投影，每一个连通分支等价于线段 a 
的外部.这些连通分支称为多值函数的“分支' 在点0和 DO 处 
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函数叫幻= W 的这两 f 分支的值相连接.为了得到曲面必须将区域I的边羿线段 
与区域 a 的边界线 g &等同起来，而区域I的边界线段负则与区域 n 的边界 
线段《 2 等同起来（图 5). 

容易看出在粘合以后又重新得到一张微分同胚于球面炉的曲面 . 

例 4.3. f(z,w) ^ W 2 - 其中 f*2(^) 是具单根 Z = Zi,Z = Z 1 一 Z 2 的 2 

次多项式. 

用线段连接根 q 和在这个线段外部，曲面 f ( z , w )^ Q 分成两个彼此不相 
交的部分.在球面沪= C 尸 2 上这情形几乎与例42中的完全一样（图 6), 差别只在 
于现在 q / OG , 类似于例4.2,如果等同叫~ 知、 叭〜 a 2 , 我们就得到球面 S 2 . 



a 5 


图6 


例 4 . 4 . f(z y w) = W 2 — 尸3 (斗其中尸 3 ( 2 ) 是具有3 个 不同根的 3 次 
多项式.我们怍如图7所示的切割 A 和 a 2 . 在这两条裂缝外部，曲而分成两个不相 
交的部分.如果将叫与馬 ，71 与心 M 与瓜72 与乂 等同起来（图8)，我们就得到 
环而（带一个柄的球面（见图 9)). 



图7 


图8 


§5. 鼉简 单的齐性空间 
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例 4.5. w ;) ^ w 2 - Pa ( z ). 其中 Pa ( z ) 是具4个不同根 q 的4次 

多项式，像例14中一样论证（点 q 起点 oo 的作用 ) T 又可得到环面. 

命题 4 丄 函数 m = y ^ K ^ h 其中 Pn { z ) 是无重根的 n 次多项式，的黎曼面微 
分同胚于带 g 个柄的球面.其中^ = 2；? + 1或 n = 29 +2. (严格讲，这张曲面的 
无穷远点在 CP 2 中是奇点 .） 

证明设 n 是偶数，令 71 = 20 + 2. 将多项式巧的根划分成两个一组并用曲 
线段％，…，分别将每一组中的两个根连接起来 T 这些曲线彼此不相交（图 10). 

a y ^ … a ^ 1 /^ 

^ ^ &- 1 


图 iO 

将 Z 平面沿曲线段％割开.则我们可以肯定黎曼面被分成两个不相交的部分 
A 和 R (环绕这两个根走一圈不会改变到别的分支去)+ 

我们用字母分别表示裂缝的两条边缘，它们相应地属于片％和％.随 
后我们将边缘如下两两粘合 起来： 

队叫） 〜 （【/ 2 , ㈨ 孰汍卜队 ㈨ . 

这样的粘合使我们可以在片 tA 上接近 边缘叫 并越过它（边缘 A ) 到达片％上. 

对 n 为奇数的情形可以同样构造，但是要将〜 +1 二 oo 取为一个分支点，此后 
即可重复上述过程. □ 

§5. 最简单的齐性空间 

1* 群在流形上的作用 

设 G 是一李群（例如，在卷1中研究过的变换群 之一乂 

定义 S * l . 我们称群夕 表示为流形 M 上的变换群 （或 左作用在流形 M 上)，如 
果 C ? 的每一个兀素 v 给出流形 M 的一个变换（微分同胚)， 

X 1-4 T g (j：) } x G 

且在此变换下 r # = T 9 r h 和7\ = 1,其中 A a 是群 G 的任意元 j 是单位元. 

变换 T g ( x ) 应该光滑地依赖于变元对 ( g t x ) (即对应 ( g , x ) ^ T g ( x ) 应该是 
光滑映射 ： G x M — M ). 

如果关系式 T 9 T h = T gh 替换成关系式 T g T h =T hs , 则称群 右作用 在流形 
M 上+ 
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如果 G 是群 GX ( n ， R )， 0 ( ri , R ), O ( P j ) 或 G [( ri , C )，[/( n ), C /(>, g)[p + g =叫之 
一 ，则 G 自然地左作用于 IR " 或 JR % = 上，此时这种作用由线性变换定义. 

注如果群在向量空间上的作用是由线性变换给定的，那么，（如所知）也称它为 
这个群的线性表示. 

如果对流形 M 的任意两点 z 和 y 总可找到群 G 的元 0 使得 T g ( x ) = y , 则我 
们称群 G 在 M 上的作用是可递的（或可迁的). 

定义 5.2. 其上给定了李群 G 的传递作用的流形 M 称为群 G 的齐性空间. 

如果将群 G 本身视为具左移动 T 3 ( h ) ^ gh 作用的流形，则称为（左）主齐 
性空间， 

类似地可以定义右齐性空间： T s (/ i ) = hg -1 . 

设; r 是齐性空间中任意一点.作为定义，点 r 的迷向群凡由群 G 的所有保持 
点 X 不变的元0组成，印 


= x g & 

引理 5.1. 齐性空间各点: c 的迷向群彼此同构. 

证明设 : r # v 是齐性空间的两个点， g 是群中使得 T g ( x ) = y 的元.那么，同 
构心― H v 由式 

h ghg -1 

确定（假定是左作用). □ 

定理 5.1. 在群 G 的齐性空间 A / 与左陪集（空间） G / H 的点之间存在双方一 
一的对应，这里 H 是迷向群（假定 G 是左作用 .） 

证明固定流形 M 的一 点刊. 所需的对应可如下建立：左陪集 ( gH ) 对应于点 
T fl ( x 0 ), 其中 H 二/^是点抑的迷向群，这个对应与左陪集的代表元 5 的选取无 
关且是双方 一一 的.定理证毕. □ 


对于群的右作用则取右陪集（空间). 

注可以 证明： 在某些相当一般的条件下，迷向群 H 的闭子群，而左陪集 

空间 G/H (具自然的商空间拓扑）可被賦予唯一的（实）解析流形结构使得 G 成为 
流形 G / H 上的李变换群. 

2 . 齐性空间的例子 

a ) ( n - hl ) 维欧几里得空间 IT + 1 中的球面由方程 

(: r 1 ) 2 十 … 十 （ :c rt+1 ) 2 = l 

给定且群 G ( n + 1 ) 自然地作用在 5" 上.这种作用显然是可递的.于是，球面 5" 是 
空间 R — 1 的正交变換群 0 (n + l ) 的齐性空间，我们来寻找点: r = (1,0,… ， 0 ) G P 


5 -鼉简单的齐性空间 
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的迷向群.这个群由形如 

的矩阵组成.由此 ， W 2 Q(n + l )/ Q ( ri ), 这里2表示微分同胚.群 G = SO(n + 1) 
同样在球面上是传递的，且迷向群是 SO (? i ) ,因此 SO(n + l ) fSO { n ) ^ 

b ) 射影空间 RP n 可以视为空间中通过坐榇原点的全体直线+群 0 (n + l ) 
可迁地作用在流形上.我们来考察方向向童为（1，0,… ，0) 的直线+将这条直 
线变为自身的正交变换形式为 

( 土 ; 】 ) ， ㈣ )， 

于是，迷向群同构于直积 0(1) x O ( n ), 从而成立等式 

MP n ^ 0( 打 + 1)/0(!) x Q ( n ). 


c ) 坐标为 t 的所有实数组成的加群 R 以下列方式可迀地作用于圆周=： 

{ e 2 —}: 


丁办 2 _)=斤 ㈣ )， t gM . 


由关系式= 1我们得到：迷向群重合于所有整数组成的加群. 

更一般地， n 维空间]^的所有平移组成的群（我们将仍然用表示这个群) 
可迁地作用于? i 维环面 :r n = (s 1 )' 此作用由下列方式给出： 如杲 ( t ir ^ t t n ) g 
IR n Az =( e 2 ^^ ■■- 如〜）是 n 维环面的一点，则 




+ t n ) 

? ， c 


迷向群由所有的坐标为整数的向量组成.这样一来，这个齐性空间的迷向群就是] R " 
中的整格 r : 

r n ^ R n /r. 


d ) 斯蒂弗尔流形 这个流形中的点是 n 维欧几里得空间的 s …个 
向量组成的规范正交集^ = ( ei ,--- , e k ).n 阶正交矩阵 j e O ( n ) 将点 z 变换成点 
^ = ( Ae u .. y Ae k l 而标架 ( Ae u ^., Ae k ) 也是规范正交集.这种作用是可迁的 
(试证之!) . 

斯蒂弗尔流形也可以作为欧几里得空间]中的闭曲面给出.即，设向童 
eu 〜 关于 JJT 1 中某个规范正交基的坐标为 


伫 t = (^-il ， * + ' ， ^ == 1 j ■ ■ * y h. 
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这些量 巧 ， i = …= ；!，__•，《可以看成 nA 维欧几里得空间中一个点的 

坐标，这些坐标由) t ( A ： + 1)/2 个等式 

n 

{ei,€j) = Sij ^ x XB Xjs = Sij } = ( 1 ) 


相关联， 

引理 5.2. 斯蒂弗尔流形是空间 Rd 中一个 nfc _^± l ) 维非奇异曲面 . 

证明由于在 Kjt 上存在可递作 用群， 只要在一点证明非奇异性即可.我们来 
验证在点= ( x ^) 的邻域中的非奇异性，这里％ = = 1,… ? fc ; j = 1,^ - , n . 


为此我们将证明曲面在该点的切空间的维数为 nfc - (即方程组 （1) 


的雅可比矩阵的秩等于 fc(fc 2 +1) ). 设化= x . jit ) 是曲面上一条曲线，当 t = 0 
时通过点: TO : 


n 


— <5 小 i = 1， " * ，紀 1 j = ■ ■ * ，凡 


该曲线在点吻处的速度向董~ 


满足关系式 


：0 


d 




dt 


\ j-i 



= itj 4 i，j = 1 ， ■■- ， k. 


于是曲面在点〜处的切空间由这种向量= 1, ■ , k,j = 1, - 组成， 
它满足 

Kij = ~^jiy J = It ' - 

这个空间的维数恰好等于 nfc - 引理证毕. 口 

于是,是一个光滑流形.我们来寻找这个齐性空间的迷向群.我们将 〜…， 
e k 补足成整个 n 维欧几里得空间的一个规范正交基 Qe n . 保持向量 ，…， e k 
不变的正交矩阵在所取的坐标系中形如 


k 








0 


A e Q(n — k ). 


a ) 


因此，迷向群同构于 0 (n - *)， 而 ¥ 0( n )/0 (n - k ). 
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当< n 时，斯蒂弗尔流形 Vn . fc 也可视为群 SO ( n ) 的齐性空间+此时迷向群同 


构于 SO(n - k ): 


V n u ^ SO ( n )/ SO ( n - k ). 


特别有 


V n ^ n = G(n), V Tl 

s ti — l 


e ) 格拉斯曼流形 G n ， k ， 格拉斯曼流形中的一个点是 7 i 维欧几里得空间中通过 
原点的一张1维平面.群 O ( n ) 在空间]^上的自然作用在的所有维平面的 
集上产生可迁作用.我们面定 - 张 A ； 维平面 tt 并寻找它的迷向群.以下列方式选取 
的一个规范正交坐 标系： 它的前1个坐标轴落在平面 7 T 上，其余的 u - k 个坐标 
轴为它的正交补.在这个坐标系中，将平面 x 变为它自身的正交矩阵形式为 


k {( A 0 
n — I 0 B 


y A G Q ( k) y B G 0{ n - k ), 


由此我们得到 


G nifc ^ 0( n )/0( k ) x 0( n - k ). 


显然成立等式 


Gn.k 


此外 t 格拉斯曼流形 G n>1 重合于射影空间 
f ) 酉群 U ( n ) 的齐性空 间有： 

1) 奇数维球面炉”- 1 ，它在 n 维复空间 e 中由方稈 


Ml 


I I 


给出，即 


2n — 1 


U ( n )/ U(n - 1} ^ SU ( n )/ SU ( n - l ) 


2) 复射影空间 CP ^- 1 : 


CP ^ 1 ^ U ( n )/ U ( l ) x U(n - 1); 


3〉由中通过坐标原点的 A 维复平面组成的复格拉斯曼流形 


U { n )/ U { k ) x U{n - ky 
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5.1. 设 M 是群 G 的齐性空间，其迷向群为 if . 证明流形 M 的维数等于 G 的 
维数与//的维数之差： 

dim M — dim G — dim H . 

计算流形 G 以 的维数. 

5.2. 证明流形和 G 〜 k 是紧流形， 

5.3. 设 m = … , mk ) 是数 n 的一个分割，即 

mi + m 2 H - \-mk=^ 

空间 Rn 的一个线性子空间 

兀 0, 兀 1 ， …组成的集称为一个 m 旗,如果 

a) dim % — dim 

b) 7T(> ™ 0,7 Tfc = JR "； 

C ) TTj — 1 C 'TTi * 

试在全体 m 旗的集 F ( n , m ) 上引入结构使它成为群 O ( n ) 的齐性空间并计算这 
个齐性空间的迷向群. 

§6. 常曲率空间（对称空间） 

1. 对称空间的概念 

一种很有趣的空间是具度量的流形 M ， 这种流形 M 上与度量相容的对称 
联络的曲率张童 R abcd 满足关系式 


V«(-Ra6cd) = Oi 


⑴ 


其中是共变导数，我们知道由于比安基恒等式（见卷1习® 30.7)，此时曲率张 
量的共变导数的分童处处都等于零，然而条件 （1) 却是整体上很强的条件，特别地, 
从 （1) 导出曲率所有的标量特征都是常数： 

R = = 常数， Rabcd ^^ =常数. 

可以证明：流形 M 加上某些整体条件的限制时从⑴就可导出度量知6的齐性.更 
精确地，这个结论对于单连通流形 M 就成立（见后面的 §17). -般（非单连通）的满 
足条件 （1) 的流形可作为这种单连通流形 M 关于某个离散运动群的商流形.在这 
种情形，可能这个离散群尸不可与流形 Af 的完全运动群交换,此时商 M / P 不是齐 
性空间.这种空间称为局部齐性空间或局部对称空间. 

然而，我们将使用对称空间的另一种定义. 



§6. 常曲率空间（对称空间) 
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定义 6.1. 具度量的单连通流形 Af 称 为对称空间，如果对任意点 X G M 
总存在等距（运动） s x : M ^ 使得点是它的孤立不动点，且在点 I 处的 
每一个切向童（在诱导变换下）都变为它的反向量1变换成这个变换 
^称为关于点: r 的 ： i 对称' 


要求流形 M 为单连通的意义将在以后说明（见§17, §18), 在本节中我们将不使 
用单连通流形的性质> 不懂得这些性质的读者可以在学习过第四章后回头试解本节 
中约化过的习题. 

弓 I 理6丄对称空间 M 满足性质⑴. 


证明在给定点 I e M 的一个邻域内我们可以取到这种坐标 ( x -) 使得在点 x 


处 



砮= 0 


(这里我们便用了关于黎曼流形的一个（非实质性的）性质0在对称心下，张量 
和 Rahcd 变换成本身 1 在点^处的张量也应该变换成本身，因为^是等 
距(运动).另一方面 t 由 L 的性质和张量的变换规则，张量 V s ( R abcd ) 应该变换成 
— 于是 ^ s ( Rabcd ) = 0. 引理证毕. □ 


注本定理的逆定理也是成立的，但是它的证明在技术上更复杂，因此我们不加 
以证明.可以 指出： 在任意黎曼流形 M 的任意一点 XG M 的近旁，我们可以在 T 
的某个邻域 tz 上如下定义一个“局部对称考察从点: r 出发的测地线并对满足 
y(o) = X 的测地线7令 


〜 (7(T)) = l{-r) 7 

这里 T 充分小.然而，这个变换，一般说来，不是等距（运动). 

习题 6 .1. 证明： 局部变换〜对所有的点 T G M 都是等距当且仅当条件⑴ 
成立.（最简单的情形是 n = 2,此时曲率张董由一个常童 i ? 给出.在一般情形，最容 
易的着手方法是通过分析沿着测地线雅可比方程的不变性来证明在变换&之下曲 
率张量的不变性 .；！ 


对所有的点 XGM “对 称”〜 的存在提供了充分多的运动足以证明流形 M ( 至 
少是局部）的齐性. 

弓丨理 匕 2 .对称流形 M 是局部齐性的 7 即对充分接 近于; r 的任意点忠 e M ， 存 
在 M 的运动使得如果两个点 : e M 可以用测地线连接，则存 
在运动 g 使得 g ( x ) = y . 

证明设 7 是以自然参数（弧长参数) r 参数化的测地线 ， r < 且 7 (0) = a 
和 7( T ) = w 然后考察点 z = 7 ( T /2). 显然对称〜将7变换成 7， y 变换成 x 且$ 
变换成 K (如果度童是非定的且7是一条迷向测地线，则 r 可以是仿射参数，由解 
测地线方程而得到 T 见卷1§29,)如果 o : 和5是相近的点，则总有测地线连接: r 和无, 
因为从 I 出发的测地线束覆盖了包含 x 的一个完整邻域.引理证毕. □ 



- 38 * 


第一章流形的例子 


注在连通（黎曼）流形的情形，任何两点都可以用澜地折线连接.因此这种对 
称流形总是齐性的. 

2 . 等距群及其李代数的性质 

我们将进一步考察具满足条件⑴的度量 w 的齐性对称流形流形 M 的 
李运动群用 G 表示，而迷向子群用丑表示，这样就有 M = G / H . 

考察映射 

= /r j7 ^ M, (2) -t ^ *7 

其中7 = 7( r ) 是某条測地线， t 是自然参数， 图 11 

^0 = 7⑼，: r = r y {— T /2). 变换 s ^ s x = : M — M 具有下面的重要性质（图 11): 

a ) f T ^ 将测地线 7 的点作间隔了的 平移： 

7( 丁 ） ^ 7(丁 + 了)； 

b ) f T ^ 将沿着这条測地线的向童作平行 移动： 

c ) 对给定的测地线 7 ,变换 JVa 组成一个单参数群： 

/n+T a ,T ^ hu ， - /t 2j7 i 

H 1 - ⑶ 

这些性质容易由 / tw 的定义推得 . 

按照前面所述（见§3)，群 G 的单参数子群 / tw 形式为 

/t i7 = exp{TJ3 7 ), 

其中及^是群 G 的李代数 0 中某个向量（糖确地说，就是曲线 / r , 7 在处的切 
向董).我们用 L 1 表示李代数0的由所有通过抑的测地线7的切向董庠 e 0 生 
成的子空间，用以表示点抑的迷向群 H ( x 0 ) 的李代数.显然有 

g = L 0 + L \ (4) 

考察小的£ / 0以及两条通过点吻的測地线 7 i ，72. 于是，依次施行变换 






，7 i ， 




的结果将点抑变换到抑附近的一个点（该点与刊的距离属于 e 3 阶 


这不难 


利用黎曼曲率张置的性质得到.试证之 0. 由李代数换位子的定义，换位子 [ b ^ b 17 \ 
落在对应 于点邶 的迷向群的子代数中，即从而 

其次,设群 G 的单参数子群灯= exp ( TA ) 保持点吻不动（即4 G L G ). 于是容 
易看出对小的£,变换 g c f Tn g - e 议 0(3) 的精确度表示沿着（ 7 在映射乐 下的傈) 
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测地线^的平行移动 7 5也通过 点邱. 这样一来,单参数子群 g . fr ^ g - e 的切向董落 
在 P 中.为确定这个切向童，我们注意到对李群的李代数中任意两个元成立 

exp (^ X ) exp ( fy ) — exp ( t(X + y ) + [ X , Y ] + 0( f ”) 

(这是“坎贝尔贝克-豪斯多夫公式”的均形式)，由此 


exp ( tX ) exp (( F ) exp (— tX ) = exp(tF + t 2 [ X , Y ] + 0( t 2 )). 


如果令 t = l,X = ^ A,Y - TB , n 我们就得到所需寻找的向童因为 
e L \ 所以 [ A , 尽] eL \ 从而 lL °, L l ] c L 1 . 于是下面的引理得证. 

引理 6.3. 设 G 和 0 U + L j 如上，则成立 

! L °, L °] c L ° 7 lL l , L °] C L ^ lL ^ L 1 ] C L °. (5) 

注如果李代数 0 = L 能分解成和 L = + L 1 且满足关系式 （5)， 则称为 Z 2 

分次李代数，因为 （5) 可以重写为 

[ LM^I C L (i+J)(uiod 2) - (6) 


由引理6+3导出 

推论1在 U 上等于1而在 L 1 上等于 -1 的线性算子 


^ ■ 9^ £ 

是同态 （即 保持换位运算此外，= 1卜是“对合 ”: K 

本推论的逆也 成立： 如果李代数 S 存在一个对合同态,则可得到一个 Z 2 分 
次 g = 十 L 1 使得在上 a = 1,在上 c = —1- 

由于齐性，任意点 x 0 eM 的近旁的局部几何由点: r 0 的切空间 (n = dim M ) 
的度童（标童积）决定.切空间自然地可等同于空间 L 1 C 0. 由引理 6.3, 
RJ 0 = L 1 上的度童关于内自同态< h 应该是不变的，这里 g Ge L 1 . 对 

于奵= exp ( TA ), A ^ L n , 我们有变换 L 1 — Zv 1 : 

a dQ; ： r) : S ( 了， Kt G L 1 * 


但是如前面所指出的那样, 


= ad (" T ) ⑹=^ + T \ A ,^\ + 0( T 2 )， 


从而有 


If 


= [ A ^} = (^ bA )(^ 

T =0 
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由于奸是 M 的等距，对 i 1 上的标童积 {^ v ) 成立 

^T 7 rjT) ^ 

关于： T 微分这个等式并令: T = 0就导出 

{[A^}, v ) + {t [A, V ])^0. (7) 

条件⑺是加在 L 1 = 上的标童积（即度量）上的限制条件（见卷 1 §24+5 中 

的基灵度童的定义 

3. 1型和2型对称空间 


引理 6.3 给出了对称空间的代数模型.原则上来说，像对复李群一样，对所有的 
对称空间可以作分类.我们现在考察最重要的一些例子. 

最简单的（零曲率的）单连通对称空间的例子显然是欧几里得空间和伪欧 
几里得空间在这些场合，群 G 由空间 R " (或的运动组成，子群丑则是 
O ( n ) (或 0{ p , q )), 空间 i 1 = R n 由平移组成，如通常 i 样，我们有分解 ^ 

% = L q + L\ 

此时还有 [ L \ L l ] - 0; 此外， [i 0 ^ 1 ] C L 1 (运动群的结构见卷 1§4). 非单连通的对 
称空间（前面称为局部对称空间）则可由关子离散群 r 的商得到，这些离散群由平 
移组成（也可能还要复合某个反射，像克莱因瓶的情形 T 见 §18). 

在下面所有的例子中我们将假定群 G 是半单李群（见 P .1), 即李代数0上的基 
灵标量积是非通化的.回想一下，这个标童积 ( AB ) 的形式为 

( A , B ) = - TV(ad Aad B ), 

这里 ad 4() = [4 轧我们也限于考察群 <? 单位元的连通分支， 

有两种不同类型的单连通对称空间（即使在度量是正定的即黎曼度量的情形)： 

1型：群是紧群，李代数0上的基灵标童积正定.（我们指出但不加证 明：一 
个李群是紧群当且仅当它是某个群 O ( m ) 的闭子群0 
2 型：群 G 非紧，李代数0上的基灵标童积不定. 

我们考察最简单的例子 

a ) 球面;5 2 (1 型). 此时 G = 50(3) (紧群 )， H = 50(2). 

b) 罗巴切夫斯基平面 i 2 (2 型)，此时群是群 50(1,2) 的单位元的连通分支 
(如卷 1 §13.2 中所指出的那样，它同构于 SL (2 r R )/ ± 1 )， 而 H = 50(2). 李代数 g 
由迹为零的 2 x 2 矩阵组成.标量积 ( A , B ) 的形式为 


{ A , B } = 
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李代数的基为： 

A\ — 

我们有二 A 甚 一 0-,Al = l 以及 

= -1 ? {Ai, /1 3 ) = {A 2 , A^} ^ 0, 

沐， = -2, (A l ^A 2 ) = {A 2 , A 2 ) — 0. 

丑 ^ 50(2) 中的矩阵形如 f COS ^ Sin 子代数 C g 由形如 A ( A -也) 

sin v 3 cos if j 

的矩阵组成 + 子空间 L 1 C 0 由向量 ，/ b 张成 1 
容易验证关系式 

\L\L°\CL\ 

子空间上的基灵标量积是正定的，由此，对称空间 P 上的度量也是正定的 T 
习题6,2,探讨一般情形的9和 

4. 作为对称空间 的李群 

现在我们将李群 (？ 本身作为对称空间来考察.群 Q 的运动群 G 同构于 QxQ；G 
在 (？ 的群作用由左移动和右移动生成： 

(91^92 ) : q »-> gvgg^ 1 ^ 

子群丑 C G 是对角线 Q 二 {g,g} cQxQ ： 显然好 (1) = 1. 对称则有公式 

s q \ x qx ^ 1 q , 

(试证之!）特别有 ^ i (^) = X - 1 . 

我们将更为详细地讨论1型和2型的情形,此时 Q 是单连通紧群.我们以前已 
经计算过它的基灵度量的曲率（见卷1 §30), 这里重要的是它的里奇曲率是正定的, 
测地线则可通过将单参数子群作左右平移得到 . 

构造一个等距嵌入 (5 c 其中 iv 是一个较大的数.因此我们将假定群 g 己 
嵌入到群汾 )( m ) 屮.进一步，群 SO ( m ) 由 m x m 矩阵组成，从而位于空间 〆 之 
中.我们从]中引进矩阵4和 S 的欧几里得标量积： 

( A , B )= Ti ( AB t ), (8) 

其中 T 表示转置（见卷1 §24.5), 

习题 6,3. 证明这个标量积限制于 SO ( m ) 上就是基灵形式. 




, 42 - 


«_章 流形的例子 


对于欠 G SO { m ), 我们有 AA t = 1和 TV 1 = m , 于是群 SO ( m ) 落在半径为 
y / m 的球面〈木= m 上： 

SO{m) <z S^ 2 ^ 1 . 

引理 6.4， 欧几里得空间 R m " 的标童积关于元 s e SO{m) 决定的左平移和右 
平移是不变的. 

证明设 g 6 SO(m),A y B 是任意的两个 rax m 矩阵.于是 

{gA 、 g B) = TiigAB^g^) = Tr{gAB T g- 1 ) = Tt(AB t ) 

= { A , B ). 

类似地，对右平移 

{Ag, Bg) = Ti{Ag g T B t ) =Ti{AB t ) - (AB). 


引理证毕. 口 

推论 2 IEt m2 上的度童⑻限制于任何子群 Q C SO(m) 上关于左平移和右平 
移 

q ^ qiqq 2 

是不变的（称为双不变度童). 

引理 6.5. 单李群 Q 上的每一个双不变度童与基灵度童成比例（比例因子为常 
数) ■ 

证明在群 Q 的李代数 L 上双不变度置诱导一个 M 不变的标量积 

([ABIC) + {B, [A,O\) = 0 (9) 

(这里 A,B,CeL ). 如果仍一 ex P (A：T)， 则 

{gTBg^\grG 奸 1 、= (B, C). (10) 

基灵标量积沐功满足 （9) 和 （10) ，设似 ，“是两个满足⑼和 （10) 的度董.度董 
g a b — ><9ab 也是 ad 不变的.设 Ai 使得 det (似- ^ab) = 0;用表示 L 中与 Ai 对 
应的特征子空间.显然子空间关于 i 的内自同构是不变的.但群 C? 是单的，因 
而 ad 表示（伴随表示）是不可约的（即无不变子空间由此 i? Al = X且似= Xi9.b 
引理证毕. 口 

推论3群 SO(m) 的每个单子群 Q 连同其基灵度童可以等距嵌入到带有与球 
面上通常度童成比例的度童的球面中. 

推论4里奇 张童札 6 也满足不变式⑼和 (10), 因而对于单群成立= 
A 如， A 为常数. 

对于紧群 C? 我们己经知道其里奇张童是正定的（见卷1 §30). 半单群（局部上) 
是若干个单群的 直积 ： G = 对每个单群 G 可以应用这个结果，而為 

容易逐个决定， 
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5. 对称空间的构造. 一 些例子 

现在我们转向一般的对称空间.设 

M = G/H, £ , = L = L° + X 1 j 

这里 S 是李群 G 的李代数，直和项 U 和 P 满足关系式（5)，是群 H 的李代数， 
空间/: 1 =同构于 M 在点: r 0 处的切空间， H ( x 0 ) = x 0 . 由于空间 M 的齐性 ，其 
上的度量局部地可用 L 1 上的度童来决定且满足 （7); 因而可以假定在下面的例子中 
M 的度童是由李代数 0 上的基灵形式得到的. 

引理 6.6. 子空间 L D 和 L 1 关于李代数 0 上的基灵度量是正交的. 

证明 因为 [ L °, L °] c [ i °, L 1 ] c L \ [ L \ L 1 ] C L ° 7 所以对于 

成立 


ad 4 ( 0 ) C L 0 , ad AiL 1 ) c 
ad B(L ] ) C X° t ad BiL 1 ) c L\ 

由此，（使用 0 中由 炉和 i 1 的基的并组成的基） TV(ad Aad B) = 0. 引理证毕. 口 


g 上的基灵形式形如 


(9 ab ) 


(f ^ 


( II ) 


(形式常称为对称空间的基灵形式）这里是 U 中基的指标，而是 L 1 
中基的指标.子代数上的形式满足关系式 （9), 由此，如果李 代数以 是单 
的，则根据引理 6.5, 度量9巧与本身的基灵度量成比例.但是在一些重要的例 
子中李代数0不是单的，而只是半单的： L ° = © Ll 其中 L ? 和邛是单的.于 


是裉据引理6+6 ( 以0替代 0 的地位)，形式限制在0上与它的基灵形式相差 
—个因数面限制在 Lg 上与它的基灵形式相差另一个因数 A 2+ 


我们指出下列 事实： 如果3 群 H 是紧群且度量正定，则矩阵 ad 4 

(在和 L 1 中）是反称的.于是， {A, A) = -TV(ad A ) 2 是正的，而由于 

-Tr(ad A ) 2 — -[TV(ad A)% + Tr(ad 4 )^]， 


所以 

(AA ) 0 > {A,A) L n. ( 12 ) 

我们知道在紧李群汗的李代数上基灵形式是非负的.关于李代数£|的基灵 
形式在0上的限制，由于不等式 (12), 则对于紧群 H 这个限制是正定的（如果对称 
空间的度量正定乂 

由此看出：为构造对称空间，只要给出子代数 i ° ce 使得外围李代数 £( 的基灵 
形式在0上的限制非退化就足够了，然后 L 1 就定义为炉在 s 中的正交补.然而 
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关系式（ I 2 )对以的选取加上了严厉的限制.如杲 0 上的基灵形式是非定的，则对 
于具正定度董的对称空间，子代数 C S 必须是这样的：在它的正交补上度童形式 
是定号的 （2 型).这种情形下，李代数 L 0 应该是一个紧群（即 SO ( n ) 的子群).的李 
代数. 

注对称空间 M 可以实现为群 G 的一个子流形使得流形 M 的测地线恰好也 
是流形 G 中的測地线.这种嵌入可以通过下列方法之一来 构造： 

1) 按照方 向向童 BEL 1 从单位元1 6 G 处射出所有的单参数子群（证明这些 
测地线给出 G 的一个微分同胚于 M 的子流形)； 

2) 考察映射 if ： M O t 映射 w 由公式 ( f ( x ) = s ~^ s x eG 定义 （ h 是对称)； 

3 ) 考察一个对合 & : G — G (即群的一个反自同态， o -(9 i ,92 ) =茂(如>(仍))，这 
个对合在李代数 S 上由等式闵= l , a\ L i =-1 定义,作映射 g ^ ga { g - 1 ), 这个映 
射的像就是 Me 

习題 6-4- 证明嵌入1)，2)，3)重合 ■ 


1型单连通对称空间的基本例子（作为习題，构造每一个例子的分解 0 二 i 0 + 
L 1 ): 


1 ) SO(2n)/U(n), 

2) SU(n)/SO(n), 

3) SU(2n)/Sp(n) t 

4) Sp(n)/U(n), 

5 ) SO(p+q)/SO(p)xSO(q)A 

6) SU(p + g)/SU(p) x U(q), ^ 格拉斯曼流形，包括射影空间和球面. 

7) Sp{p + q)/Sp(p) X Sp(q), J 

某些（度童正定的 ）2 型对称空间的例子.它们中为单连通的例子具有欧几里得 
空间的 拓扑： 


1) SO( Pi q)/SO{p) x SO(q) (当 g = 1 时这个 P 是罗巴切夫斯基空间)， 

2) SU^q)/U(p)xSU(g) (当 g = 1时作为复流形这是 Cp 中的单 位球； 当 p = 1 
时这个流形等同于 L 2 2邪 ( M ) A /(1))， 

3 ) Sp(p,q)/Sp(p) X Sp(q), 

4) 5 L ( n ， H )/50( n )， 

5) SL(nX)/SU(n) t 

6 ) SO{n,C)/SO(n y R). 

最后，我们列出一张 4 维的度童符号为 （+ —— ) 的对称空间表.这些空间可能 
是广义相等论感兴趣的，因为它们的度童咖满足方程= 0 (见前面的推 
论 4)* 

I . 迷向群 G = SO ( l ,3) 的常曲率空间. 

1) 闵可夫斯基空间 吨3. 
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2) 德西特空间 S + = 50(1,4)/50(1,3); 注意同胚于 Rx 沪.曲率张量开是 
双向量空间 /1 2 ( E 4 ) 自身的恒等 算子： R ^ l . 

3) 德西特空间= SO {2' 3)/ SO ( l ,3); 空间义同胚于 S 1 x R 3 , 它的“万有覆 

叠空间” = SO % S )/ S 0(1^) 同胚于舻 （ 见 §18), 曲率张量及= -1. 

IL 可约空间（常曲率空间的乘积 

1 ) H ^ SO (3 )-,M ^ x 这里是符号为 （ - ) 的常曲率空间 ■ 

2) H = SO ( l ,2); M =/ l ^ xMj — ， 这里 一 是符号为 (+——) 的常曲率空 
间， 

3) 丑= ^0(2) x SO ( hl);M = x M \_ 是两个二维常曲率空间的乘积， 

1平面波的对称空闾 邱 （迷向群 F 是交换群，运动群是可解群).在某个整体 
坐标系中，度量形如 


dl 



2dx\dx^ + [(cos t)x^ + (sin t)x^]dx^ + dx\ + dx 

、 - - ^ 

当 cos t^in t. 


2 

3, 


在由 1- 形式 


p — dxi 7 q — dxi + Kdx^x — dx 3 ，y = dx ^ 

给出的四元组中，曲率张量是常曲率的且形如 

R = —4[cos t(p Ax )^>( pAx ) + sin t(pA y) ^ (p A y )\. 

注 a ) 单连通对称空间由它的一点处的曲率张量唯一决定.如果及是曲率张 
量，尺: A 2 { V ) ^ A ^( V ) 7 则我们用表示由形如 R ( x t y ), x : y^V 的那些算子生成的 
空间 F 上的反称线性算子的李代数 （ fj 是迷向群的李代数设是空间 
由换位运算为 

[(ii, a), (t;, b )} -= (av — bu , [a, b ] 4- t;)) 

所定义的李代数，于是，齐性空间 M = G/H 在与偶对 ( g , h ) 相对应时就自然地建 
立起对称空间的结构. 

b ) 所有具给定迷向群 H 的对称空间的曲率张董的分类问题归结为寻找曲率张 
量型的 H 不变张量及使得对任意的 x,ye V , R { x . y ) G ^ 这里 f ) 是 H 的李代数. 

习题 


H 证明： 对具正定度量的2型对称空间 f 0 的子代数 L 0 的维数等于 S 上基 
灵形式中正平方项的个数. 

6 . 6 . 证明： 如果李代数 0 是复李代数（例如 ， G =见 ( n ， C ) 或奶(〜(0))，则 3 

h 基灵形式中正平方项和负平方项的个数都等于 dim U = idim 0 . 找出群 St { n , €} 
的李代数 0 的子代数 
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6.7. 证明： 对具正定度量的2型对称空间总成立 M 3 G / H , 其中丑是 G 的 
极大紧子群.研究 SL { n , R )/ SO ( n ), SL ( n , C )/ SU { n ) 的特别情形. 

6.8. 证明： 单连通的2型对称空间总具有欧几里得空间 R " 的拓扑. 

在下面，注意对作为李群的对称空间，其曲率满足 

{R{tv)Cr )\ X0 ^ 

6.9. 证明：对1型对称空间，其里奇张童凡 & 是正定的且截曲率⑺ 

非负. 

6.10. 证 明：对 2型对称空间，其截曲率非正，由此推断单连通2型对称空间 
在拓扑上就是(假定度量是正定的). 

6.11. 决定本节中列出的1型和2型对称空间的例子中哪一个具有不等于零 
的截曲率.探査 1 型的 S ' CP ' ILP ” 和2型的 L ", SUin , 1 )/ U ( n ), SL ( n , R )/ SO ( n) t 
SL ( n , C )/ SU ( n ). 

6.12. 证明：仅有的维数等于 2,3 的具正定度量的单连通对称空间是沪, 

提示： 证明迷向于群 HCO 必须是 SO { n)(n - 2,3). 再由此推出当 n = 3时所 
有的截曲率是常值. 

6.13. 证明： 对半单群 Q ^ G 1 (每一个 Q 是单群)，任何单连通对 

称空间 M 都形如 M = ( Gi/HO x … x ( Gfe / Hfc ), 其中 A / 的度量分解为直积.此时 
每个从= Gi / Hi 的度量与李代数识 =VI - h L \ 的子空间上的基灵度童成比例. 

§7. 流形上的切丛 — 


1. 与切向置有关的构造 

设 M 是一个 n 维流形.我们将由 M 构造一个维流形 L , 称为 M 的切丛. 
定义7丄切丛 L { M ) 的点用偶对 ( x , 0 表示，其中 T 是流形 M 的点，$是 M 
在这个点的一个切向童. 


我们将引入流形 L ( M ) 上的局部坐标. 设％ C M 是 M 的一个局部坐标为 ( X -) 

的坐标邻域.于是，在邻域 t / 的每一点 M 的切空间产生一个基&且在这个 
点的切向量有坐标表示 : f 形如的偶对组成空间 L ( M ) 卓的一个邻域 

.吨， 其中： r e CV 这个邻域 中 的周部坐标为 


« …， = … 


*) 本节标思直译应为嘴元及与它相犬的流形”，作者所指的“线元流形”按当今通行的槪念即嗍丛' 
“线元”则另有所措,故改译为现标題.——译者注. 
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在邻域和的交上的转移函数形如 

« … D = (< O … 0, 舞 (?) ， 

其中为邻域 W 上的局部坐标.转移函数的雅可比矩阵为 

WJ \H a) lA ~ [dx- ) tH - [dx^dx2^ ) 

由此雅可比行列式等于 （det j ) 2 > U , 

推论 1 切丛 L ( M ) 是 2 n 维光滑定向流形 + 

例 7.1. 欧几里得空间]中一个区域 C 7 的切丛微分同胚于直积 C / x 

设在流形 M 上己给定黎曼度量，于是在切丛 L ( M ) 中可定一个由满足旧=1 
的点 ( x ,0 组成的子流形 Li { M ). 流形 Li ( M ) 的维数等于 2 n^l (它是在 [ ( M ) 中 
由非奇异方程 卜 g a p ( x )^ = 1给定的). 

例 7 . 2 _对于由方程^ ( x a ) 2 - 1给定的 n 维球面它的切向童 （ 正交于 

指向切点的径向董 l 因]£对于球面 S ' 满足旧=1的 ( x ^) 组成的流形是斯蒂 

弗尔流形 IW 1t2 (见 §5.2), 特别，对于二维球面所有的单位切向量组成的流形 
L ^ S 2 ) 等同于 V 3 2 兰 ^0(3) ^ EP 3 . 

我们来考察另一些与切丛有关的 构造： 

a ) 常常遇到流形 i p ( Af )， 它的点用偶对 ( x ^ r ) 表示,其中 r 是点 M 的切空 
间中通过坐标原点的直线. 

b ) 对于任意的 n 维流形我们可以相关地构造一个新的流形尾它的点用偶 
对 ( x , t ) 表示，其中 Z g M，r = (匕 ，…， U 是点 x 处的切空间中一个基， 

c ) 对于定向流形 M , 类似于 b ) 可定义流形瓦不过此时所有的标架应属于决 
定 M 定向的定向类中. 

d ) 对于黎曼流形则有正交标架组成的流形芯 o . 

我们将在第六章中再考察与切从相关的另一些构造 4 

流形 M 到流形 W 的光滑映射 f M — N 可决定对应的切丛之间的一个光滑 
映射： 

L ( M ) — L ( N )y (^0 ^ (/ ㈤ ， M ) 

(/* 是在 U .2 中定义的切空间中的诱导映射 ). 

现在我们定义“余切丛” L *( M ) 7 它的点用偶对 ( x , p ) 表示，其中 p 是点 I 处的 
余向量（即 M 上的1〜形式) . M 上一个邻域％的局部坐标就给出流形 i ，( M } 中 
的局部坐标 { x ^, Vpa ), 其中（局部地） 


P = Ppa^^p- 
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从坐标 ( X ^ p p ^) 到坐标 ( x ^ p Q0 ) 的转移函数形如 


( X qiPq 0) = 


(岵《…，邛)，為 



这个转移函数的雅可比矩阵为 



dx ^ 8 Xq 


Ppa 



它的行列式等于1，由此,流形 L -( M ) 也是定向流形. 
流彤 M 的度童可以用来构造微分同胚 


⑴ 


L ( M ) L *( M ). 

这个微分同胚将点变为点 (^, 9 ^( x )^) (即卷1 §19中学过的降低指标的 
运算). 

表达式 w = p Q dx a 在形如⑴的替换下是不变的.结果 w 可以视为流形 L *( M ) 
上的微分瑕式，它的微分 = du ; = dp a A dx a 是一个非退化的反称 2 - 瑕式 ，并 

且显然是闭形式 = &=1 

结论流彤 L + ( M ) 是辛流形 . 

我们回忆在卷1中，具有一个非退化的闭反称2-彤式的流形称为辛流形. 


2. 子流形的法丛 

设 M 是一个 n 维黎曼流形，是其上的度童.再设 iV 是 M 的一个维光 
滑子流形，我们来定义子流形在 M 中的“法丛” 这个空间的点用偶对 

表示，其中: r 是 iV 的点， p 是点; r 处 M 的切向童且在 I 处与子流形 JV IE 交. 
所谓与子流形八正交是指它正交于与八相切的那个子空间.可以假定子流形#局 
部地由非奇异方程组沪+ 1 = 0/ .. , y n = 0给定，这里 y fe +1 ,... ， y " 属于 M 上的坐 
标系…， f ) 中的坐标，而 （y S ■■■,/) 则是#本身的局部坐标（见 §1). 于是， 
流形 心 ( A 0 在 H ^) 中局部地由方程组 


y k+1 =0y-- ,y n =O y g^(y )^ 0 = 0,ot = 1， ■ ■ ■ ， 

决定.这个方程组是非奇异的（试证之!) . 因此心(#)是 L ( M ) 中的 n 维子流形. 

例7.3， l ) SM = R ”， iV 由非奇异方程组 

My) =0,… Hv) = o，y = (y\■■■ ,v n ) 

整体给定，这里沪，…是 M = R n 上的欧几里得坐标.于是向量 grad /! ，…， 
grad f n - k 正交于曲面 W 且处处线性无关,这些向量给出了 ^( N ) 的直积结构： 


^{N) x R n _ fc . 


§7, 流形上的切丛 
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更一般地，如果子流形/ V 在 M 中由非奇异方程组 


/l(^} = 0, …， fn-k(^) = 0 

整体给定，则向量场 e . ix ) - grad / ? (^) = 1, … ， fc ， 在每个点与 TV 正 

交且线性无关 . / V 在点 x 处的任一法向量都有表达式 

我们就得到对应…^ 〆 ，…，^ ). 这是一个微分同胚 

x R n ~ k r 

重要的特殊情形：设4 c M 是一个由不等式 f ( x ) ^ 0给定的带边界流形; 
N ^ dA 是流形4的边界.则这个边界的维数为 n -1 且由一个非奇异方程 f ( x ) = 0 
给定；边界的法丛分解成直积 


jyM(9A) — dA x. 3t£ r 

2) 设 M ^ TV x ' 这里 iV 是一个黎曼流形.则 M 的切向量由 iV 的切向量偶 
对仏…给出.如果我们置 


〈 (6 ， m) ，（ 6 ， "2)) = + {m'mh 

则在流形 M 中就引进了一个黎曼度量.我们将流形 7 V 放入 M 中作为对角线 zi 二 
((^^)} C A /， 这里 T 是 Y 中的点.与对角线相切的向量形如 （ c ， o . 如果向量 
^ = d ”) 与对角线 a 正交，贝 |J 

° = i « X ),(^ v )) = 

这个等式对的任意切向置 （ 都要成立，从而只能 S = -77. 即对角线 △岛 N 
的法向量的形式为 v ^ ^ -0. 

■结论 ^ nx ^( A )^ L ( N ). 

3) 我们如下定义法丛 um ( N ) 到流形 M 的映射办（测地映射)■设卜 〆 ）是 

^ m ( N ) 的任意点.从点 r 出发以^为初始速度向量作 M 中的测地线 
令 h { x , if ) = 7(1)- 

引理 7. L 映射"在- 0,0) 处的雅可比行列式不等于零. 

证明我们只对当 M 是具通常欧几里得度量的空间吧 1 及 /V C 是参数表 
示 W V ■■為的超曲面的情形加以证明.此时，点 ( x ^) G 

吻. 1 (况）的巫标为（杜 1 ，… J u n ~ 1 , t ) j 这里 ； r = x { u) 7 u - tn [ u),n — n ( u ) 是超曲面 iV 

在点 x { u ) 处的单位法向量.测地映射的表达式为 

h { u v y - ■ ■ f u TL ~ l y t ) = x ( u ) 4- tn ( u ). 
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它的偏导数为 

dh dx dn dh 
du l ^ * du * 1 dt 

当 £ = o 时,显然可以得到非奇异的雅可比矩阵(尝，尝) = (盖，今引理证毕 .口 

推论2设 iv 是紧流形，并设 ^( iv ) = {( x , £/)|^| < &}* 则当 e 充分小时，映射 
h 将区域 ^ m { N ) 微分同胚地映射为流形 iV 在 M 中的某个邻域 U S ( N ). 

证明由引理 7.1 t 映射 A 在 u m ( N ) 中任意点 Or ,0) 的某个邻域中是微分同胚. 
从这些邻域中我们可以选出有限多个覆盖 ^ m ( N ) 中的集合 ( JV t 0) (这是由于 W 的 
紧性).这些邻域的并集将 JV 包含在某个 s 邻域 ^ m ( N ) 之中+在这个 e 邻域中映射 
h 是饿分同胚. 口 

注设 lh { N ) 是推论2中所述的邻域 心⑻ 在 h 之下的微分同胚像.于是，对 
区域 U S ( N ) 中任意一点 a : 可以作“垂直测地线” 7到子流形 JV 上，此外，这条测 
地线 7 局部上是唯一的.这条垂直测地线的长度称为点 ; r 到流形 JV 的距离 ,并用 
p ( x ， N ) 表示 • 函数 P ( t , N ) 光滑地依赖于区域 U £ ( N ) 中的点 1 

定理 7.1. 设 M 是 R " 中一个紧双侧超曲面（见则 Ai 必由某个非奇异方 
程 

f{x) = 0 


给定 ■ 

证明设 p ⑴是光滑函数，它的图如图12所示. 
如下构造函数 f ( x ) : R n -^ R : 


= I 如果; c _ i 7 e ( M )， 

\ 土 〆 aM ))， 如果： r e U € ( M ). 

这里 U € ( M ) 是推论 2 中所述的 M 的邻域.对 
于 R "\ M 中的一个区域中的点取定号，则对另 
一个区域中的点取“-”号（这里用到了双侧曲面的 



性质).超曲面 M 就由方程 f ( x ) = 0给定 . 定理证毕. 


图12 


□ 



第二章基本问题.函数论中一些必需的 

结果.典型的光滑映射 


本章用来论述流形上的函数理论必需的一些基本问题.本章中定理的证明对包 
含在以后各章中的流形的几何与拓扑的展幵不起任何作用+因此，读者可以只了解 
本章中定理的表述和有关的定义，这无损于对后面内容的理解. 

本章的内容分成两 部分： 第一部分中构造所谓的“单位分解”，借助于单位分解 
证明一系列的“存在性定理”（这些定理在一些具体的例子中常常是不言自明的) ：流 
形上黎曼度量和联络的存在性 7 —般的斯托克斯公式的严格证明，紧流形到欧几里 
得空间的光滑嵌入的存在性，连续函数和映射通过光滑函数和映射的可逼近性，形 
式和度量关于紧变换群的平均运算的证明 . 

第二部分从所谓的萨德引理开始，处理关于函数和映射的“典型的”奇性的精 
确定义.这部分在后面具体的拓扑结构中非常有用，值得读者去努力熟悉其中的定 
义和表述. 

§8. 单位分解及其应用 

我们以后将使用下列 记号： C -( A /) 光滑流形 M 上的光滑函数 空间; 

sup (/( x )) -函数 f { x ) 的上确界； supp (/0)) — 一 函数 /( x ) 的支集，即使得 

fix ) / 0的点: r 组成的集的闭包. 


1. 单位分解 

考察欧几里得空间 
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引理 8. L 设 A t B < zR n 是两个不相交的闭子集，此外，4有界.于是存在 M " 
上的函数 ^( x ) 使得在 A 上 ^( j ;) = 1而在 S 上 ^( x ) = 0 ( 图 13). 此外， 
^( x ) 处处满足0 ^ < 1- 

证明设心6是两个实数， 0 < a < fK 考察实直线 Ri 上的下列 函数： 



当 a < x < 6, 
其余的1 


容易验证/(4是 R 1 上的光滑函数（试证之!), 
考察函数 


F ㈨ 





b 


f(t)dt 



b 


f{t)dt 


(图 14), 显然， F ( x ) 是光滑函数且成立 



图13 


0， 当①彡&， 

卩(工)； j L 当 ： r € a , 

从1减少到0,当< a : s 6. 




F( X )k 


R 1 0 
图 14 



现在我们考察上由 


^{x\Fdx 1 ) 2 + --- + (x n ) 2 ) = F (IH 

定义的函数 齡 显然， 6(4 是 r " 上的光滑函数且 

r 0, 当， 2 > 6， 

怜、 =< 1, 当 r 2 Sa ， 

从1减少到0,当 a < r 2 < 6. 


在这里 r 2 = f ；^) 2 (见图 I 5 ). 于是，如果 S 和 Y 是 R n 中两个同球心的球面且 S 

包含着 V ，贝!®在光滑函数 ^( x ) 使得在以 S 为边界的球的外部， ^( x ) = 0,而在以 
S 1 为边界的球内部 ^( x ) = 1, 

现在来考虑集4和 B (见引理中的条件).由于4是紧的，存在 有限多 个球面 

使得它们相应的开球 Dii & D , - S it 这里 “1 表示闭包 运算） 组成 A 
的一个开覆盖 T 即 Ac 0 因而 A 可以假定 D i f)B = 0 , i ^ l ,- y m . 


§8. 单位分解及其应用 
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任意一个球面&可以缩小为另一球面$ c 氏使得相应的开球集 { DI } 仍是 A 

的开覆盖 ， SP /I c 0 D [. 

£=1 

现在对每 一 ^作函数 ^{ x ) e C ^ iW 1 ) ( W 1 上的光滑函数）使得 

' ^ ，在 “ 外部 * 

A rn 

令 < p ( x ) = i - na - 协 显然， w ⑻ e c ^( R n )； 在 d 上 < p ( x ) = 1 而在万上 
= o . 引理 □ 

引理 8 - 2 *设 C 是光滑流形 M 的紧子集； CCV , 这里 r 是 M 的开子集.则 
存在函数 ^ f ( x ) e C °°( M ) 使得在 M 上0 s < p ( x ) s 1,在 （7 上 < p ( x ) 三1且在 K 
外部 ( p { x ) = 0 + 

证明 对 M = Rn 的情形，这个引理已经被证明（见引理 8,1). 现转向一般的情 
形.设 （ C 7 a ,^) 是 M 上的周部坐标卡 ，…： K — R ' 设乂 C h 是 K 中的一个 
紧子集. 

考察集 CM "; 这个 集在， 中是开集.由于引理 S .1, 在集 ^ a ( U a ) 上存 
在函数 f a (x) 使得在…此）上/» E 1且 supp f a (x) c ^ a ( f / a ), 即在 … ( D 外 
部 U ( x )=0. 我们再考察 M 上的函数 F a ( P )： 


以 P ) ; 


\ U (^( P )), 当 
\ o , 当 P 穿 


明显地， F a e C ^( M ), 在义上 e 1,在〜外部三 0. 

现在考察紧子集 C (见前 )， C C K V 是开集.由于 C 的紧性，存在有限个开坐 

标邻域 A ，. ■，⑸和紧集心…，知使得 CC 0 D (J t/ a C V . 根据 

我们前面所证明的结果，对每个匕存在函数 C M ( M ) 使得 上三1及 

在 t / 0 外部&三 IX 作函数 F = 1- ]1 (! - F a )- 于是在 C 上卩三 1，在 C ) U n 的 

外部 F = 0 t 特別在 V 的外部 F 三 O . li 现证毕+ " =1 □ 
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定理8,1 (“单位分解”的存在性).设 A / 是紧光滑 流形； { U a } 是流形 M 的 
任意一个由坐标邻域（例如开球）组成的有限覆盖.则存在一族函数 < p a { x ) E 
C ^( M ) 使得： 

1) 对每一个 a,supp GU a ; 

2) 对一切点 x G M , I ^ 如 ㈤ 為 0; 

3} 对一切点 z G …⑷三 1. 

a 

证明对于邻域集 { C / Q },1 如前可以构造新的“缩小些”的开球集 

{%}，使得 c K 且 { V a } 仍是流形 M 的覆盖. 

对于开集对 ( U a , V a ) y 根据引理8.2,存在函数 ^( x ) E C °°{ M ) 使得在 Af 上 

0 S A < 1,在 上么三 1且在 K 的外部^三 0. 令 ip ( x ) = f ： 则显然 

♦ & C °°( M ) 且对任何点 xeM 成立 iP ( x ) > 0. 接着令…= ip a U . 显然这一族函 
数满足定理的 要求. 定理证毕. □ 

函数族 {^{ x )} 称 为从属于覆盖 { U a } 的羊位分解， 

注流形是紧的这个假定并不是必需的，容易看出，所给出的单位分解存在性的 
证明可以逐字逐句地转移到容有所谓的“局部有限”覆盖（即每一点都有一个邻域 
只与这个覆盖中的有限多个集相交）的流形上.回想一下，一个豪斯多夫拓扑空间称 
为仿紧空间， 如果它的任意一个开覆盖必有加细的局部有限开覆盖+于是，单位分解 
存在性的上述证明适用于本身是仿紧柰斯多夫空间的流形的任何开覆盖. 


2 . 单位分解的最简单的应用.流形上的积分和斯托克斯公式 


单位分解的存在性定理有许多有用的推论.我们将指出其中的某些结果.为简单 
起见，我们将总假定流形是紧 流形， 

^推论1任意紧流形上总存在黎曼度董. 

证明考察流形 M 的一个由局部坐标为（:^)的开球 C / a 组成的一个开覆盖 
{ U a }, 在每一个坐标系 （4, rS ) 中我们给定一个度童，例如= 

6 ab . 我们需要做的是将所有的这些在球匕中给定的度量必“粘合”起来.我们定义 


9ab ^ X] 心 ㈤ 似工)， 

a=l 

■ 

其中是从属于覆盖 { u a } 的单位分解 . 显然是光滑的.因为对任意点 
x ^{ x ) > 0以及 M 上所有的黎曼度量组成一个凸锥（即如果仍和仍是两个黎 
曼度貴且是两个正数，则 c 5l +办 2 仍是黎曼度貴)，所以我们定义的度置 (gat) 
是黎曼 度量. n 

由此推论立即导出 

推论2任意紧流形上总存在黎曼联络. 


另一个类似的例子是定义次数为〃 =dim M 的外形式 w 在流形 M 上的积分. 
设在每一个局部坐标为的坐标卡 i 7 a 中 n 次形式 u ; ㈤ 形如 


( x ) = ai2 rrn(^)^a A • • • A c/x 



(回想一下 7 在仏的外部这里是从属于 { u n } 的单位分解.这个 
定义的合理性的证明，即它与有限覆盖{匕}的选取及单位分解的选取无关的证明 
并无特别困难，所以我们这里略去这个证明 T 
我们转向单位分解的另一个应用例子. 

我们将给出一般的斯托克斯公式的严格证明+ 

设 D C 1T 是具光滑边界 aD 的有界区域.比方说， D 可以用不等式： fOr \ 

，） >0，grad/k #0给出，其中 7 #是『中的欧几里得坐标.于是, 1 = 
是 JET 中的一张光滑超曲面.如果，已给定一个定向，则坐标 a: 1 ,， …，，的次 
序就被确定，最多差一个偶置换.这等价于向童标架 , e n ) 的次序被确定，这个 
标架可以光滑地在中移动.设 n [ P、(P G dD ) 是 dD 的外法 向置. 在点尸 e 3D 
的邻域中可以引入局部光滑坐标〆：，- 1 .这些坐标确定边界 3D 的 定向； 回想 

—下，这个定向是由 D 的定向诱导的，如果标架是由标 

架 (eu - - , e n ) 经过一个行列式为正的线性变换而得到的. 

定理 S - 2 . 设 u 是 P C ，上的一个 （n - 1) 次微分形式，则 



这里 i dD — D 是包含映射，是形式 w 在 D 的边界沒!)上的限制（其定 
义见卷1 §22); 3 D 上的定向与 D 的定向相一致（即取为诱导 定向厂 

注由定向给定的坐标; r 1 , …，，和 y \.^. 的次序在计算形式的积分时 

是必需的（这个次序确定积分的符号). 

证明我们考察区域 D 的一个由一些半径足够小的开球组成 
的有限覆盖,井确定坐标映射 h a : B n W l ] h a (B n ) = U a , 这里是 R 71 中一个固 
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定的球（例如单位球)，而映射 L 就在 K 中引入了局部坐标.设是 P 
中己确定的坐标. 

可以假定（可由隐函数定理导出）覆盖 { u a } 满足：或者 dDf ] U a = 0 ,或者 
M > n 冗而交集谷 Dfl 心由方程 arS = 0 确定,这里…，#) 是〜 中局部 
坐标， 

设{^)}是从属于覆盖 {U a } 的单位分解 ，即： 

1) 对任意 a , supp ((^ a ) C U a ; 

2 ) 对任意: r G ^ 0; 

3) 对任意 ： r 6 = 1* 

由最后的性质 3) 是°标置，从积的线性得到 

3D- a dD 

J (L; = ^2 J 

D a D 

结果，只要能证明下面的事就足够了，即证明：对任意的 a , l ^ a ^ N ( N 是覆盖中 
开球的个 数)， 成立等式 

J = J d(<p Q ^). ( 1 ) 

&D D 

因为 supp (^ Q ) C ，所以 supp ( v ? tt ^) C U a . 设 ■ ■ ■ ，# 是 f 7 a 中局部坐标; 
在这个坐标系中，我们写出 


9^ =^a = ^(-l) fc_1 ^(x)tiri 八 … A A …八 dx^ (2) 

k=l 

a k ( x ) eC ^( D ). 由此 

I 

<£2 a = ㈤ A • ■ ■ A dxl ， 

情形 1. = 0+ 于是 / = 0, 因为在上 … e ( L 由 

8D 

于 U a f)dD = 0 , 因此，或者 C 7 ft c D , 或者 c U n \ D . 如果 L c M n \ D , 则 
/ d (^ a uj ) - 0, 且斯托克斯公式得证，现设 C/ a C D . 需要证明 / d (% w ) e 0,即 

D D 
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映射心将开球 C 等同于它的像我们将积分 


V 



(鏡 h 


， Adx 


中的被积项零延拓至整个空间 JET (即在 supp (叫） c U a = B n 外部为零).设 

C n = {(a' … t x n ),\x k \ ^RA^k^n} 

是 R n 中的立方体使得 C n D 数 2 i ? 是立方体 C 71 的边长:.于是 



(S 


dak 

dx ^ 


dx ^ A • • • A dx \ 


da k 


H ■ A dx . 

fc = 1 ^ 


E 



(- 1 ) 


fc-i 



^-dxi 


dx \ A • — A dx ^ 八…八 cir 


- a 


c ” 


(这里 C n l 表示 (n — 1) 维的立方体 i ) 接着， 除一个 符号外 T 可以这样来计算和式中 
的第 A 项： 




-R 


dau 

dx^i 


dx^ I dx\ 八 … 八 dx^ 八 … 八 dx 


rt — 



{ 叫 ( 4 , … ， : xt 1 ， 丑 ， /+ 1 


， o - 




由于 a k {x 


…- 反 4 +1 广 + ,x^)} dxl 八 … Adx% A … 八血 : 
^ … ，士开， ，,0 = (X 


于是， 情形 1 完全得证- 

情形 2. U a ^ D ^0. 我们希望证明等式 （1); 为此只要证明 








(3) 


dDntu 


如果像 ⑵ 那样用坐标 … ，砣写 出形式^ = 如 a 并考虑到交集由方程砣 

确定，我们就有 

r (〜 ） = (- ir ' ㈤ a -- a 办 r 1 ). 

这样-来，我们要证明的等式 （ 3) 可以表迖成 



dDnU 。 


(―1 广-、 (: r )< A ■ ■ ■ A dx ^- 1 =Yl [ 


八 … 八 dx 7 ^. 


⑷ 
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如同情形1那样，我们用球替换积分区域并将函数叫零延拓至整个 IT 1 上■于 
是，如果如前一样定义立方体那么 （4) 的右边项变成 



A dx^ 


然后，当时，由于0是连续函数，因而…，私… W ) -处« 
— ii , ■ ■ ■ , X ^) = 0,我们就有 



dak 

dx ^ 


dx\ A ••• Adx 




dx\ 八 … A dx^ 八 … 八 dx^ = 0. 


当 fc = n 时,情形变成 



dx\ A … A dx 7 ^ 


⑸ 


于是，因为(对固定的… ， f _1 的值）在区间 —F < 0和0< # < iT 
上是，的连续函数（可能在 -0 时存在具有限跃变的间断点)，那么对这些积分 
中的每一个求积并相加就可得到 



R da n 


R 


dx 


dx 




dD 


将这个关系式代入等式 （5) 的右边就导出 




(-l) n ~ 1 a n (x)dx^ A 


B' 




这正是所需要的.情形2完全得证.定理证毕. 

注在证明中用到区域 D 和它的边界 3 D 的“定 
向的诱导' 这在使用公式 f df(x) = f(b) - f(a),b>a 
时也用到.这个诱导定向由 3 D 的外法向量给出.如 
果替换为内法向童时则积分将改变 个 符号.当固定 
一组4…时，函数 a n «) 的图像有点像图16 

所不. 

习鼴 8 , 1 . 对紧带边流形证明斯托克斯公式： 


A dx^ 






3D n{P) 


图16 



M dM 


这里 dM 凫 M 的边界， 0 A / 的定向由 A / 的定向诱导（见 §1.3). 
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单位分解的存在容许我们去证明（流形上）关于紧变换群的作用不变的黎曼度 
量的存在性+ 

首先，我们考察有限群 g 在光滑连通的紧闭流形 m 上的作用+ 

定理 S .3. 在流形 M 上存在关于群 G 的作用不变的黎曼度量. 

证明如前所证明的那样（见推论 1), 在 A / 上存在某个黎曼度量 g ab ( xy 我们 
将从度量 gj〆 ) 通过作关于群 G 的平均构造所要的不变度量+用 〈 T L 表示在几 
( M 在点 X 处的切空间）中的标量积，它由度量 9 ab { x ) 生成.设 AT 是（有限）群 G 
的阶数.我们在 A / 上构造一个新的标量积 （，： ^ (也即一个新的黎曼度童)，方法 
是作 “群平均”： 

((' 二77 

这里 G T x , g v 是变换 g 诱导的切空间的映射.显然,这个公式给出的标量积满足 
{9*{ i ),9^{ v )) g { x ) = ( tv )。 对任意的 X ^ e Si g G G t 即提供了一个关于 

群 G 的作用不变的黎曼度量+定理址毕 . 口 

类似的处理可以产生关于连续李群作用不变的黎曼度童.我们来更详细地考察 
这个问题. 

设 G 是连逋紧李群，并设 i = ( t 1 . -- ，广） 是 G 中单位元的一个邻域中的局部 
坐标，这些坐标生成（例如借助于右平移）任意点 a e G 的某个邻域中的局部坐标, 
由于 G 上乘法的光滑性，这个邻域系给出群 G 上的（坐标邻域）图册.因此，可以认 
为坐标 ( t 1 , ■■- t t ^) (借助于右平移）适用于群 G 的一切点. 

引理 S .3, 紧连通李群 G 上存在关于右平移的不变体 积元， 且这种体积元可表 

示为 d 4 i { a ) = mt 1 A … Adt m ' 这里 n € G y n 是常数， t 1 ，.. 是点 a 的邻域 

中的局部坐标 7 这些局部坐标由单位元邻域中的坐标系经过右平移而得， 

注 G 上这样的微分形式常被称为给出了 G 上的一个“右不变测 度”； 类似的方 
法可以构造 G 上的“左不变测度”. 


证明在单位元1 € G 处，我们可以借助于通常的行列式（即借助于由切向量 
的分量组成的矩阵的行列式）给出该点处的体积元.应用右平移就将这个形式“传 
送”到整个群 G 上.（除一个常数因子外的）唯一性则来自于这个事实： m 维线性空 
间 T 4 ( G ) 中的秩为 m 的反称张量除一个常数因子外是唯一确定的.引理得证， □ 

用来表达测度 dfi ( a ) 的右不变性质的标准记法是 姐_) = dii { 9 ) (作变量替换 
时，体积元将乘 上替换 的雅可比行列式)，测度 d “( a ) 的右不变性质有时也用积分术 
语来 表迖： 

J f(g9o)d^{g) =- J f(g)dfi(g), 

G a 

其中 /( W 是 G 上的任意可积函数- 
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现在设紧李群 G 光滑地作用在流形 M 上. 

定理 8,4. 光滑闭流形 M 上存在关于紧连通李群 G 不变的黎曼度 M . 

注如果 G 在 M 上的作用不是可迁的，则一般说来， M 上将存在许多这样的 
G 不变度量， 

证明所需度量的构造类似于我们己经描述过的度童关于有限群 G 的作用的 


平均过程.我们在 M 上任取一个黎 曼度童 g a 6( x) t 并设〈，是相应的在 A 中的 
标量积.再在 M 上构造％中的一个新的标童积 （ ， h (也即新的黎曼度量 )， 定义 


为 


( 以 ) 




其中 ; c e e T Xi ge G , g m 是切空间的诱导映射,咖⑷是 G 上的右不变测度， 

KO ) 是群 G 的体积.显然有 


〈如* (0 > (*?)) 没 & ⑷ 






J (( 仰 0)*(0, （仰 0)*(T? 》 sr 卯 (x) 咖 ( 她 ) 
G 

J tei ⑹， 5: ⑻ W) 咖 (〆 卜 (H 


即所定义的度量关于 G 在 M 上的作用是不变的，定理证毕. 


§9. 紧流形作为曲面在中的实现 

设 M 和 W 是两个维数分别为 n 和 p 的光滑流形.回想一下，光滑映射/ : 
M 一 N 称为一个浸入，如果映射办 U :凡— T f { x ) 的秩在任意点 I 都等于 n . 这意 
味着对每个点％切空间的线性映射 d / U 是一个嵌入；特别，由此得出 V > n . 从隐 
函数定理可导 出在局 部上这种映射/建立了点 xeM 的某个邻域 U ( x ) 与它在流 
形 N 中的像 f ( U ( x )) 之间的一个微分同胚.然而，在“整体”上映射/完全不必要 
是双方——的. 

浸入广 M — JV 称为嵌入，如杲/是双方 一一 的（即建立 M 和 /( M ) 之间的 
双方一一的对应). 

定理 9 , 1 . 任意一个絷光滑流形 M 总可以光滑嵌入到某个中，这里 iV 充 

分大. 

证明 我们取定流形 M 的一个由微分同胚于 W l (n = dim M ) 的邻域组成的有 
限覆盖 = 1,…对每个^构造映射 ^ S n (Z R n+1 , 它将映 
射为球面的一个点面将 R 映射成这个点在 5" 中的补.容易明白这个映射可以 
取得使它是光滑的且在 G 的点处有非退化的微分.这些映射外一起按下式组成一 
个映射 ^ : M -^ R n : 

^ p ( x ) = (列 （ x )，. ■ ，肩 Or ))， 


§10. 流形的光滑映射的某些性质 
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这里 N = { n + l ) k , k 是覆盖中邻域的个数+这个映射是一个嵌入.事实上，如果 
x & U ” 则因为微分己经是单同态.所以微分也是单 同态； 其次，如果 
x G U u 则当 x ^ y 时因为已经有 ^( x ) ^ ^( y ), 所以也有 ♦、争 p ( y ). 定理证毕. 

□ 

对外围欧几里得空间的维数 JV 的估计可以降低到数 2 n + l (见 §11.1). 此外，每 
个连续映射 M — 可以用光滑嵌入逼近（见下节).当 n = 1时这个事实直观 

上是显然的. 

§10. 流形的光滑映射的某些性质 

1. 用光滑映射逼近连续映射 

我们先证明可以用光滑映射逼近连续映射.为简单计，我们考察涟续映射/ : 
M — N , 其中 M , N 是连通的光滑紧无边界流形.如以前所证，可以假定 M 和 N 
是黎曼流形；特别可以假定 M 和 JV 是度量 空间； 设 P 是流形 JV 七的度暈（距离). 
于是可以自然地引入两个连续映射 Lg，.M — N 之间的距离，即，令 

这样一来，紧流形 M 和 TV 之间的连续映射全体组成一个度量空间. 

现在我们利用下面的分析学教程中 熟知的 结果. 

命题设/卜 1 ,…是开区域 f / cM - 上的连续函数.于是对任意的 e > 0 
和任意的满足 V C U 的开集 V < ZU , 存在函数 , x n ) 使得 ： 1>函数 
- - '， n ) 在7上是光滑的； 2) g \ f_^ v = 3) max |/( a :) - g { x )\ ^ e ; 

xGV 

4) 在函数/( V ，…是光滑的所有点处函数… , x n ) 也是光滑的+ 
我们省略它的 证明. 现在来证明下面重要的逼近定理. 

定理 10.1. 任意一个连续映射 f M — N 可以被光滑映射任意接近地 逼近: 
对任意的0 0,存在光滑映射 g . M ^ N , 使得 p ( f , g ) < £ . 

证明设 f / C JV 是一个开子集，同胚于区域 V,V C . M n (dim JV = n ); 设 P : 
U — V 是相应的同胚（例如， C / 可以取为光滑流形 iV 的任意一个坐 标邻域 ，而 p 
是相应的坐标映射).选取开集 S 和 W 使得记 

w fr = 沪 - i (vr) ， 夕〃二 = f~ 1 (u) i w f - r i (w ff ),s / = r's fr ) (见图 

17). 因为 a W /f ^ W 77 C U , 所以存在正数 V < e 使得 p ( W f \ N \ U ) > rj > 
Q , p { S ff , N \ W /f ) > 7； > 0. 根据上面所述的命题（将其应用于函数#。厂 W — R n ) t 
存在连续映射 g : V f ^ W ^ 使得它在 V 及/为光滑的所有点上是光滑的且 


gW^w 1 = (^ ° /)lv\w ， p(fj ^ -1 。 5) < n < 匕 
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于是 ， C 17. 这样一来，我们得到连续映射 g f -， u , 它在 

S f c M 上是光 滑的. 同时可以假定（见前） g ' lv ^ = flv'w ， 于是 〆 可以连续地 
延拓到整个流形 M 上，只要令：在 M \ w f 上/ = 1在 v - 上 g = 〆 .这样我们构造 
了连续_ 它在 ■^及 /为光滑的所有点上是光滑的且 p ( f , g ) < &现 

在用有限多个同胚于 R " 中区域的开集覆盖 iV , 再在这些开集的逆像上以类似的方 
式（逐个地）逼近连续映射/，我们就可得到所要的定理. 口 



图17 


注1从定理的证明可以看到逼近的周部 特性： 映射/是在流形 M 的坐标图 
册上逐个地被光滑映射逼近的.因此，如果映射/在某个开区域 U . UCM 上已经 
是光滑的，则对任意闭集 VCZ / 可以做到在 V 上/三义 

注2稍后（见 §12.1) 我们将 证明： 如果是光滑连通闭流形，则存在句 > 0 
使得从不等式 P [ f ， g )< e Q 就可导出/和 g 是同伦的（这里 — N 是两个连 
续映射).特别，在上面所证明的定理中可以假定逼近/的光滑映射 p 是与/同伦 
的（同伦的定义见后面). 

2. 萨德定理 , 

考察光滑映射 f:M — HC = C ( f ) C M 是所有使得微分办 $ — 7> (x) 
的秩小于 n = dim JV 的点 z e M 的集，这个集 C CM 称为映射 / 的临界点集 } 
f ( C ) 则称为映射/的临界值集. 

我们回想一下零测度集的定义.集 S C 称为具有0维的）零琍度，如果对 
任意的 e > 0, 可以用可数多个 n 维立方体覆盖集 B 面这些立方体的体积之和小于 
&由分析学课程中熟知，此时补 R "\ S 是 R " 中的处处稠密集.这个定义也适用于 
n 维流形的情形：集合 BCN 有零测度,如果对任意的坐标映射这里 
V 中的开集，像集 p ( UnB ) 是 R " 中的零测度集， 

定理 10.2 (萨铕定理). 设 f : M — N 是光滑流形 M 到光滑流形 iV 的一个 

光滑映射.则临界值集 /( C ) 在 iV 中有零测度. 

证明显然只要能在下述情形证明定理就 够了： 设厂 F 是光滑映射，这 

里£/是中开集 （ M 中的一个坐标卡)，则集合 /( C ) 的测度为零.证明将采用对 
维数 m 的归纳法，当 m = 0 或 n = 0 时、定理是显然的.因此我们假定 1. 
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我们用 G 表示区域 [/ 的由使得/的所有阶数 S ( 的偏导数等于零的这种点 a ； 
组成的子集.于是我们得到一个下降的闭集序列 ： C d Cj d C 2 3 ■ ■ ■. 

证明分成三步. 

引理 10.1 .集 nc ^ c ,) 的测度等于零. 

证明因为当77 = 1时 C = 可以假定 n 多 2. 我们需要下面的富比尼定理 
(证明见分析教程）的特殊情形：集 d C IT 二 M 1 x 有 n 维的零测度 T 如果它与 
每一个超平面 ^ xRT1 -i Q eM i ) 相交于一个维零测度集， 

设 〆 g c \ c lr 我们将寻找包含 x 的开邻域 y c M m 使得集 /( ypl ^) 有零测 
度 +因为 C \ C \ 可以被可数多个这样的邻域覆盖，由此可得整个差 c \ c \ 有零测度. 

因为/《至少有一个一阶偏导数，例如 1^-, 在点 〆 不等于零.我们定义 

映射 L £/ 一，如下： h(xj = ( f 1 ( x ) y x^ y -- y x m ). 由于映射在乂处的秩等于 
是点 〆 的某个开邻域 K = V ( a 0 C U 到点 h { x f ) 的某个开邻域上的微分同胚. 
考察复合映射 f ohr 1 : V f ^ 映射 p 的临界点集 C 重合于 WVflC ) 即 
9{ C f ) = 是 f? 的临界点集（图 IS). 


c 



图 IS 

在映射下,每个点 （ MV … ,^ m ) E V f 映射为超平面以 ㈣ - 1 的点冰， 
，)_由此可得9将 W 中的超平面变为]^中的超平面，（此外，也可以不引入微分 
同胚 A 而直接地用弯曲的超曲面来做 

考察一族光滑映射^ ： (t X ^ 1则点 ^ y Rm -1是映射 

9 f 的临界点当且仅当 ft 是映射 P 的临界点，事实上 



由归纳假定，映射 v 的临界值集在 tx ，- 1 中有零 测度. 结果，交集 〆 

的… - i ) 维测度对一切〖都等于零，且由富比尼定理导出 g ( C r ) 有零测度，从而引 
理得证. D 

引理 10 , 2 , 对于丨;^ 1 , 集 Ci \ G +1 的测度等于零. 

证明论证的步骤类似于引理 10.1 的证明 7 设 〆 e 即在这个点映射/ 

的坐标函数所有的阶数€〗的偏导数都等于零，而存在一组指标； r ; h / 2 ，…， 
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使得在点？处 aJh 一 0 .用#表示函数 dx : h . 于是 


W{x f ) 






不妨假定二 1. 我们用 h ( x )^( W ( x ) t x \ ■■- 定义 '个映 射九 ： U — R m ■于 
是 ， h 是点 x ， 的某个邻域 V 到某个开集 f C 的微分同胚.我们考察集 C.OV 
在映射/ I 之下的像集，因为在 W ( x ) 的坐标中有一个是 i 阶偏导数，而在 G 的点 
上所有的 i 阶偏导数都等于零,所以集 h{Ci n V )属于起平面 呢⑷ =0. 于是/ ) .将 
Cif ] V 映射到 0 x 中. 

像引理 10.1 中那样，我们考察复合_ g = /。 A - 1 : V — R " 及它的限制 
/ : (0 x R ^) f ] V f ^ ^ n - 由归纳假定， 〆 的临界值集的测度等于零.进一步， 
集 hiCinV ) 中所有点都是 〆 的临界点，因为集由使得函数 ./ 的所有阶数 
的偏导数都等于零的点组成，由此导出函数 〆 的所有阶数< i 的偏导数在集合 
HCiCW ) 上都等于零（特别，/的秩小于 rz ). 于是集 〆 。 h(Ci n^) = fiC , n V )在 
R n 中的测度等于零.再用可数多个这种邻域 V 覆盖 CAQ +1 , 我们就得到所需的引 

理. 口 

引理瓜1和引理 10.2 之间的差别在于：在引理 10.1 中，一般说来，我们无法将 
集合 C 映射入超平面0 x 这是由于 C 是/的秩小于 n 的集，这个定义不容 

许像在引理10,2中那样选择这种起平面 . 

引理 10.3. 对充分大的 ft ， 集 /( Q ) 的测度等于零. 

证明我们用可数多个边长为彳的立方体覆盖 Gt ， 其中充分小，并从这些立 
方体中任取一个 J m C i 7. 我们将证明集的测度等于零，由 Cfc 的定义 
及泰勒公式可得: f(x + h ) = f ( x ) + R { x , h ), 其中[|^(^,/*)|| ^ a ' . 1| 是向量 

的欧几里得模长, xec k ni m ^ + kel ^. 常数 a 仅依赖于/和再将/ ™ 分 
成 r m 个边长为 J / r 的立方体.用 A 表示此分割中包含点 xeC k 的立方体.于是， 
/ i 中任意一点可表达为其中 || 圳$ 由此. f ( h ) 落在中心在点/⑻ 

边长为 a / r ^ 1 的立方体中，其中 a = 2 a {^) k +1 y 于是， f { C k f | I m ) 被包含在体积 
之和 S r m ( a / r fc+1 ) n = anr + n - r ^ fc + l } 的 r m 个立方体的并中.如果 k -\- I > m / n ， 则 

这个体积当 r — oo 时趋向于零.引理证毕. □ 

将引理10山 10.2 和 10.3 结合起来，我们就得到所需的萨镰定理 * 

推论1集 N \ f ( C ) (这里 f ■. M — N 是光滑映射， C 是/的临界点集）在况 
中处处稠密+ 

推论 2如果厂 M — JV 是光滑映射且 dim M < dim N , 则集 f { M ) 在 JV 中 
的测度等于零，特别，像 /(M) 不充满整个 JV. 

稍后（见 § 11 . 1 ) 我们将应用萨德定理证明关于光滑流形的嵌入和浸入的惠特尼 
定理，现在先转向映射的非临界点，即“正则点' 
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定义 10 丄点 : r G Af 称为光滑映射/ : M ^ N 的正 则点， 如果点^不是临界 
点，即如果映射 dA 的秩等于 n = dim I 点 X / e 斤称为光滑映射 f : M — N 
的正 则值， 如果 y 的所有原像都是 Af 中的正则点（如果 f l ( y ) = 0, 则点 y 同 
样是正则值: K 如果 y 是映射/的正则值 7 则 称映射/关于点9是正则的. 


于是，映射/的正则点集在 M 中的补重合 T 其临界点集 7 而映射/的正则值 
集在 7 V 中的补重合于其临界值集. 

注意：如果/ ： M - > N 是光滑映射， V gN 是正则值，则广 1 ⑼是 M 中一个 
光滑了流形 （这可 由隐函数定理导出》 

容易从萨德定理得出的下面的推论在今后将是有用的. 

推论 以点 ye IV 为正则值的所有光滑映射组成的集在所有光滑映射组成的空 

间中是处处稠 密的， 

证明需要 证明： 对给定的光滑映射 g :M N , 可以在它的任意近旁总可找 
到以 y ^ N 为正则值的光滑映射 f ■+ M — N . 由于萨德定理，映射 f ' M — N 
的正则值集在 AT 中处处稠密 5 即在点 y 的任意开邻域 U <Z M 内可找到/的正 
则值我们假定 （7 微分同胚于 （ n 维）圆盘 D ' 坐标映射为 p : U — D ' 记 
z = 于是 ； 存在微分同胚 h ： D n ^ D n 使得在圆盘的边界附近是恒 

等变换而 h { z f ) ; 2 且当 * e 时 \ h ( t ) - t \ <^ = p ( z , z f ). 然后，我们 延拓& 为微 
分同胚 h f 'N 4 N 、 即将 (7 等同于 然后在[/ 外部规定 Y 是恒等映射.则可令 
/ =- h f ^ g , 显然/以 y 为正则值. □ 

为今后的目的，我们还需要比这个推论更强的结杲，即：前面所构造的微分同 
胚 V : TV — iV 可以取得使映射/ - h f o g 不仅仅是在以前的意义上（即 p ( f y g ) = 
max |/( z ) - ^(^)| < s ) 接近于仏而且 f 与 g 的所有对应的一阶偏导数也接近.该种 
微分同胚的存在性的证明作为习题留给读者. 


3. 横截正则性 

我们转向研究重要的 t 正则性（横截正则性）概念+ 


定义 10.2. 设 P C 7 V 是光滑流形 7 V 的佘维数为 fc 的子流形（余维数的定义 
为 dimiV - dim P), f : M — N 是光滑 映射. 映射 / 称为沿 P 横截正則，如果 
映射 df : T x — T fM N/T f{x] P(/(x) € P) 的秩等于耐关于尸的切空间的模空 
间，处的秩等于 A ). 换言之，子空间命 ( T ；) 和 T f { x ) P 张成整个切空间 H ' 
人们也说“像 f(M) 在点 f(x) 横截尸”（图1外 

我们指出 t 正则（即横截正则）映射的一个重要性质：完全原像 f -^ P ) c Af 是 
M 中的余维数也为的光滑子流形，即维数为 + + = N,m = 

dim M^p — dim P . 证明可由隐函数定理导出 + 

定理 10.3 •设 M，W 是光滑流形 ，尸 C 兄于是，沿尸横截正则的映射 g : M ^ 
N 组成的集在所有的光滑映射 f : M — N 组成的空间中处处稠密，即在任意光 
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图19 


滑映射的任意邻域中存在沿 P 横截正则的映射. 

证明设给定映射 f ： M ^ N . 需要证 明：在 /的任意近旁可以找到沿 P 横截 
正则映射卩.首先，我们注意到下面的一个直接由 f 正则性的定义所隐含的结论. 

设 p : M 一 iV 是光滑映射， a : G M , U 是 z 在 M 中的一个开邻域， V 是点 
P ( x ) 在 N 中的开 邻域； 于是，如果映射 P : U — V 横截正则 F c N (即横截正则 
PHVCV ), 则这个性质对于连同所有的一阶偏导数一起都充分接近于 p 的光滑映 
射也是成立的.（这个结论来自于这样一个事实，即 p 连同它在点 r 的一阶偏导数一 
起完全决定了扣 ( A ) 在 T p { x ) N 中所处的状态0 

从这个结论导出：只要局部上证明本定理的结论就足够了 T 即只要考察 t / = 
- R n } P = C R n 的情形就足够了（这里由 IET 中最后 ( n - p ) ^ 
坐标等于零的点组 成)； 于是，/可以记成 

/(a: 1 ， … ,x m ) = {fi(x) y - - ,f p (x) y f p+ 1 (x) y - - 丄 ⑷) ■ 

在这种记法下，/沿 P 的 f 正则性等价于下面的表 述：点 0是由公式 a ( x ) = 
( f p +1 ( x ),- - , f n ( x )) 定义的映射 a : 的一个正则值.由前面的证明可 

得：以点0为正则值的映射全体在所有光滑映射组成的空间中是处处稠密的，即存 
在光滑函数 沒奸1，… >如， 它们给出的映射 a / : lR m ^ 及它的所有的一阶偏导 

数可以充分接近于 a (见前面的推论)，且_ 


分 (: r 1 , … y x m ) = (/ 办 ) ， … ⑷而 + 1 ( ； r) ,g n (x)) 


是沿 尸 横截正则的.如果最初的映射 j 在边界 ar 附近是 * 正则于 P 

的，则取光滑函数 



0,在上， 
1,在 JiT 上， 


这里允 d 是紧集，我们就可令 p = /(I -的+ p &显然 p 横截正则于 P 且在 
上 p { x ) = f ( x ); 在尺上 p ( x ) = g ( x ), 这里我们利用了这个事实，即映射/和 5 
不仅仅在 p ( f , g ) = i ^ x |/ ⑻ - g { x )\ < e 的意义上接近而且所有它们的一阶偏导数 

也是接近的.这种接近保证了映射 p = + = f + — 正则 
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性，因为扰动 心 （ f - g ) 本身 以及这个扰动的一阶偏导数在^的边界附近都是小量. 
定理证毕. □ 

t 正则性的概念容许我们引入電要的横截相交子流形的概念.设 ikf 和 P 是 
光滑流形 iV 的两个光滑子流形.我们称 M 和 P 为横截相交的，如果包含映射 

: M — 7 V 沿尸是横截正则的.这意昧着在交 Afnr 的每一点 X 处切空间 T^M 
和 T X P 张成整个 T X N . 横截相交关系是对称的，即在上面引进的定义中可以用包含 
映射 ip : P — TV 替代(试证之 i ). 

两个横截相交的子空间的交 MnP 是光滑子流形 . 

前面证明的萨德定理（以及它的推说）表明横截正则映射非常多以至于在任意 
一个光滑映射的任意小的近旁都可以找到它们；在这个意义上，横截正则映射是一 
种“典型的”映射.萨德定理容许我们通过对给定的光滑映射的一个任意小（在光滑 
映射类中）的扰动而使它化为 “一般 位置”（即成为横截正则映射).这一类的定理是 
所谓化为一般位置的基础1 

注到0前为止，我们所做的构造中“小扰动”是在光滑映射类中定义的.然而 
有时只借助于比较狭义的映射类中的变分（扰动）将映射化为一般位置也是有用的. 

下面的结果也是有用的. 

定理 10.4 •设和 P 是光滑流形，此外 P 是流形 iV 的子流形，并设 

f:AxM-^N 是光滑映射，横截正则于 R 于是，所有的使得映射 / a = /( a ， I ): 

M ^ N 横截正则于 P 的点 a G 4组成的集在4中处处稠密- 

注 流形/ 可视为“参数流形' 借助它可以将最初的映射 /(^ o ^) : 

为一般倥置， 

证明 设 / : M — JV 沿 P 是 t 正 则的； 考察 Q = f-^P) C A x M . 如果层 

ax M 横截相交 Q ， 则（由定义) r^4x M) =r(Q)®H, 其中 c T{a x M ) 20). 

由此导出 d / 将 H 映射为一个 T { N ) 中将 T { P ) 补张成 T { N ) 的平面（子空间)， 
即 f ( a ^) 沿 P 是 i 正则的 T 其逆亦对：如果 f ( a , 沿 P 是纟正则的，则子流形 
a x 和 Q 横截相交. 最后， axM 横截相交 Q 当且仅当将射影 p : A x M — A 限 
制于子流形 Q 时点 a e A 是射影 p -. Q ^ A 的正则值.由萨德定理的推论1,这种 
点组成的集在 A 中处处稠密.定理证毕. 口 
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注 i 事实上 t 这个定理完全等价于推论1,其逆命題可以如下证明.设厂 M — 
N 是光滑映射.我们给/在 7 V 中的正则值一种新的刻亂考察映射 F - NkM ^ 
N x 这里 F ( x , y ) = (: r T /( y )). 容易看出 n G iV 是/的正则值当且仅当映射 
F ( x t y ) : N x M ^ N x M 沿子流形 N 正则 的- 结果由定理 10.4 (用#替 

代 A ) 7 正则值 n ^ N 组成的集在 iV 中处处稠密， 

注2横截相交的一个重要情形是子流形 M 和 P 在流形 JV 中有互补的维数, 
即 m + p = n 的情形，这里 m = dim M^p = dim P,n == dim N . 于是，这两个流形相 
交于分离开的孤立点.如果 m + p < n , 则可以将子流形 Af 和 P 化为一般位置使得 
它们不相交，即在 7 V 中“分离” M 和 

4. 莫尔斯函数 

在 §10.2 中我们引入了光滑映射 f : M ^ N 的临界点这个重要的概念.考察特 
殊的情形,其中#二 R 1 是实直线.在这个情形，映射/可以解释为 Af 上的光滑标 
量 函数； 因为 dim T f { x ) H l = 1,于是点 x ^ M 是临界点（即❿的秩小于 1) 当且仅 

当 df x = 0. M 上的光滑标量函数 f { x ) 的临界点可由方程组^ = 0,1 < i < m ， 即 

grad f ( x ) = 0得到（当然，这盛是早就淸楚的). 

定义 10.3. 光滑函数 f ( x ) 的一个临界点 xq e M 称为非退化的，如果矩阵 

( 5^^) 非 奇异.流形 M 上 的函数/ 称为莫尔斯函教， 如果 它的所 有临界 
\ dx ^ dx ) J 

点都是非退化的. 

注非退化临界点的定义在下列意义上是合理的：双线性型的矩阵 

(这个矩阵称为函数/在点抑的黑 塞式） 的非奇异性与临界点叫的邻域中局部坐 

标的选取无关.我们可以将//理解为 T X 0 M 上的对称双线性型-设 t U 假 

定€和 r? 分别属于 （点; Cd 的一个邻域中的）局部光滑向量场 X 和 y , 则 d 2 m , 7?) = 
dxdvd 这里用 ay {}) 表示/关于方向向量场 Y 的(方向)导数.容易看出 

二次型沪/是对称的且它关于 T 知 M 中的基 ei = - ^的矩阵是 

、 dx i dx ^ 

定义 10.4. 使得黑塞式沪/在其上为负定的子空间 V c T ^ M 的最大维数称 
为函数/在非退化临 界点吻 的指标（即当化为对角形式时负的平方项的 
个数) ■ 

自然产生的问題是：莫尔斯函数在流形上是否存在，有多少？例如，莫尔斯函数 
在流形的光滑函数空间中是否处处稠密？（对紧流形）这两个问题的答案都是肯定的. 
这可由定理10,5得出，这样，我们就证明了莫尔斯函数的存在及处处稠密性都属于 
“一般位置”的情形，也就是说，这类函数在所有的光滑函数中是 “典型 的”. 
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定理 10.5. 1) 在任何紧光滑流形 M 上存在莫尔斯函数. 

2) 莫尔斯函数在流形 M 上的光滑函数空间中处处稠密. 

3) 紧流形上的每一个莫尔斯函数只有有限多个临界点 Adn (特别，它 
们都是孤立点). 

4) 在莫尔斯函数集中存在〜个处处稠密的子集风使得对任意的函数/ £ 
R . 它的每-个临界值只对应于 A / 中--个临界点（即 f ( Xi ) ^ j { x 3 ), 如果 i 


证明对于紧流形，由//的非退化性的定义，非退化临界点的孤立性（从而由 
于 M 的紧性，当然是有限多个）是显然的（如果&不是孤立的临界点，则适当地选 

取吻 的邻域中坐标可得，例如= 0,对于一切$ 3) 得证+ 

现在转向 1) 和 2) 的证明.考察 M 上任意的光滑函数/;我们将证明在/的任 
意近旁 （理 解为 M 上光滑函数空间中的近旁）都存在莫尔斯函数为此，必须考察 
函数/的 “ 扰动”且从这些扰动函数中找出一个莫尔斯函数. 

我们考察映射巧： A / — r + M , 其定义为 cx s ( x ) - dU 这里用表示流形 
M 的余切丛，余切丛是一个 2 m 维流形，其中的点用表示，这里 （ 是余向童，即 

(线性泛函私 ： t ,( M )-^ r l 属于 r ；( M ), 严格说， c f ( x ) = ( Ad / J .) 我 
们将使得~包含于一个$个参数的映射族 d 中， d 是 a / 的扰动.为此日的,我们用 
有限$个开球覆盖其中每一个开球包含于一个更大 的球％ 中 
使得 ％ c V }.在每个％上我们构造一组 m 个线性无关的函数{义( 斗…巧⑻}， 
例如，球 K 的局部坐标就可以取作为这一组函数，对于每一对我们构^ M 
上的光滑函数 ^(. t ) 使得在％上朽 ㈤ 三1 7 而在 V }的外部 ipj ( x ) =0, 且在 V^Uj 
中0 S %( x ) 《 1( 这种函数的存在性前面已证明，见引理 8.2), 再通过 规定： 当 ： r e % 
时 r v » l ^ Ax ), 当 r 时 T Vl { x ) - 0 + 我们就将函数 ( x ) 光滑延拓至 

整个流形 AL >察由 M 上下列形式的 - 滑函数 ' 

g{x,a) = f(x) -h 

KM 

生成的线性空间 A 这里 /(X) 是原来给定的函数是实数.数 
j ^ k 可以用作为这个线性空间 A 中的坐标.显然 dii 4 = ml 其¥ A 是流形 M 的 
开覆盖中球的个数.考察映射妒 ： Mxj — 7^紙其定义为 g) = dg x e ” M . 显 
然垆是光滑映射.我们在流形 T * M 中取出一个 m 维的子流形 P 二 {{ x t 0 )\ xGM } 
(所谓的“佘切丛的零截面”)， P 微分同胚于 M . 我们断言光滑流形 M x 4的映射 
岭沿 P 是 t 正则的.为此，我们注意到 T ix , n ) { MxA ) 中的典型元的形式为 ( C , h ( x )), 
其中 （ 是点处的任意切向童，而叶 r ) 是函数7^ ㈨ 的任意的一个线性组合, 
(回想一下，我们将用作为 A 中的坐标，因而函数 gU a) 关于的偏导数就等 

于 T Vj ( x ).) 由此 导出； 子空间 d ^ T {x ^{M x 的典型元的形式为 (^0, 其中 r ; 是 x 
处的任意切向置，而 i 是函数&的梯度向量的任意一个线性组合，因为 t Vj ( x ) 已被 
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选为在％中线性无关的> 所以 di ； T {x>0) (M x A ) 确实（在中）与子流形 P 的 
切空间互补，即0沿 P 是 t 正则的.断言成立（图 21). 


TM 


图21 图22 

由定理 10.4, 几乎所有的单个映射 祇 x ， ao ) : M 一 T*M (固定 e 4) 都具有沿 
P 的 i 正 则性； 这种 a 0 的集在4中处处稠密.由此导出：在初始_ a f : M ^ T*M 
(它的形式为 a f { x )^^( x 7 0) t 因为 f ( x ) = g ( x , Q ) 对应于参数 { a ^} 等于零）的任意 
近旁内总存在沿尸 ( T*M 的零截面）为 * 正则的映射 ^( g , x ) = dg x = ol 9 { x ). 于是我 
们找到了 M 上的函数 g ( x ) (函数/借助于线性函数的小扰动）使得％ : M — T^M 
沿尸是*正则的（图 22 ). 

考察 a g ( M ) C \ P . 显然它恰恰正是函数 3 的临界点 ( a : O 7 0)( d^ o =0) 组成的.映 
射％ 沿 P 的 t 正则性意味着 a g ( M ) 在每个点 ( x 0 ,0) G a g ( M ) nP 横截尽印 T*M 
在点 (^ d ,0) 的切空间是 P 的切空间和 a g ( M ) 的切空间之和.典型元 a g { M ) 形如 

($，也)， 其中也 可表示为从面在 （ x ， 私）处相切于 a s ( M ) 的 

典型向量形式为 L =0 ), 这里€是 M 在点: r 处的切向量，而 xW 

是 M 中满足; r (0) = 0的曲线.这个切向量又可以表示成( V ，这里 

M 是 M 在^的任意切向量，但是，如我们己指出的那样, T * M 在(^ 0 ,0)处的切空 

间分解成 P 的切空间和 a g ( M ) 的切苧间之和，从而矩阵( 2 ( 以 )必须给出一个 

同构，即必须 在点％ 处是非奇异的.这样一来，函数 p 的临界点{^ 0 ,0)是非退化的， 
即 S 是一个莫尔斯函数. 

于是，我们己证明了莫尔斯函数的存在性及处处稠密性.还要证明的是4)，即每 
个临界水平（即每个临界点的原像）恰恰只存在一个临界点的莫尔斯函数是处处稠 
密的. 

我们考察 M 上任意的莫尔斯函数/(斗设 XI , -- 是它的临界点.不妨假 

定函数 f ⑻在 M 上取值于0和1之间，设17和呢是点心的两个开邻域使 
得 IT c W 丽紧且当 i > 1 时而贫兩.在 M 上构造光滑函数 \{ x ) 使得在 F 上 
A = l , 而在圯外部 A 三0且在 W\U 1 (由引理良 2 可知 A ( x ) 存在).集 

supp A n S upp(l - X )= K 是紧空间 W 的闭子集，因而本身也是紧集.由此以及临 
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界点^均不属予 K 导出： 可以取到这样的两个正常数 a 和6使得在 K 上 
成立不等式 G 《 a ( |grad / I 和 |grad X \ ^ h (己假定 M 上给定了黎曼 度量》 

取正数€ a /6, 且 r ? 不等于任何 一 个差 f { x t ) -- 于是 /1 二 / + r ? A 是一 

个莫尔斯函数使得 / i(xO > I 且/和 A 有相同的临界点.事实上，在 K 

上成立关系式 

| grad (/ 4 r ; A )| > |grad f \ - |/?grad A | ^ a - r ?6 > 0. 

显然在 K 外部 Igrad N = 0,即 |grad / t | - |grad f \; 而在邻域 [/ 中我们有 h -/+/? 
(常数平移). 

对所有的临界点继续这个构造过程，我们就得到 4) 的证明.定理 证毕， □ 

§11. 萨德定理的应用 

1. 嵌入和浸入的存在性 

我们在前面证明了任何连通的光滑紧闭流形 M 可以嵌入到欧几里得空间 
这里# 是一个充分大的数，现在我们将证明所谓的“弱惠特尼定理’’，表明这个数 
N 可以是多大. 

定理 11-1 (惠特尼).任何连通的光滑闭 n 维流形 M 可以光滑地嵌入到 股糾 1 
中并可光滑地浸入到肢加中.每一个连续映射 M — R 2n+1 (M ^ R 2n ) 可用光 
滑嵌入（浸入）逼近. 

证明我们只给出定理的第一部分的证明.考察任意一个光滑嵌入 M — 

§9). 证明的思想在于将嵌入流形 McR n 逐次地在超平面上作投射，每一次投射就 
将外围空间的维数降低1维1在中固定坐标原点 G 并考察通过 G 的直 线丛; 这 
些直线组成射影空间 JRpn (见 §2.2). 每一条直线/ e 确定空间 rn 到正 

交于/并通过 G 的超平面 Rf - 1 上的一个正交投射^ 

我们的 H 标是选取这样的直线；使得如上的投影 MM ) 依然是 Rf - 1 中的光滑 
子流形.我们先阐述 M 的浸入问题.我们设法找到这种投射 th :对所有的点$ € M ， 
它的微分如 f : T X M R 广 1 的核为零.那些使得微分(对某个点4具有非零 
核的方向 f e RP ^- 1 称为第一 类禁止方向. 例如，在将曲线 7 CR 3 沿着禁止方向投 
射到二维平面时会出现奇点，通常称为“尖点”（图 23). 

显然方向丨£ RP n ' 1 是禁止方向当且仅当存在点 xgM 使得经过平行移动后 
I C TJ / ( 图 24). 

所有的禁止方向构成一个 (2 rt - 1) 维的光滑流形弘它的点用 ( x , i ) 表示，这里 
mi 是 ( RP n -^ 中的）直线 n 它经平行移动后落在 T X M 中.点 : c C M 给出 n 个 
参数:而直线/给出 n - 1个参数 :2 n - 1 = n - h ( n - l ) (试证 Q 是光滑流形!) . 我们构 
造映射 a ： Q ^ 定义为 = L 显然 a ( Q ) 就是所有的禁止方向组成的 
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集.因为原来的嵌入 M < zR N 是光滑的，所以映射 a 也是光滑的，由萨德定理，如果 
iV-l >2 ri - l , BP 2 n < N , 则集 a ( Q ) 的 （JV - 1) 维测度等于零.特别有， RM - 1 中 
的禁止方向组成的集 a ( Q ) 不能覆盖整个空间 RP N ~\ 从而存在 lo ^ a ( Q ). 作正交 
投射 R ^- 1 , 我们就得到 M 到 R ^- 1 中的一个光滑浸入（如果 2 n < JV ). 

显然，如果一开始 M 不是嵌入而是浸入到 K 〃中，这个论证依然导致同一结论. 
因此，上述的投射程序可应用于所得的浸入 M — 并一般地可重复进行 Jt 次, 

只要< TV - fc . 当 N - k = 2 n - 1 时是最终的一次 投射； 于是我们就实现了最终 
的投射 R ' 此后投射程序终止.这就证明了惠特尼定理中关于 M 可以 
浸入到中的那部分.我们再转向嵌入. 

现在我们必须保证在 Kf - 1 中的投影 n ( M ) 不出现自相交.考察 笫二类 禁止方 
向，沿这种方向的投射在 R 广 1 中产生自相交的例如，将光滑曲线 7 C K 3 
沿第二类禁止方向投射到二维平面 R 2 时,会出现如图25所示的情形. 

显然方向； 6 是第二类禁止方向当且仅当存在两点 Ay 6 M , a ; 一 y , 同 

时属于经过适当平行移动后的 f 匕 

所有 的第二类禁止方向构成一个维光滑开流形 它 的点用表示， 
x,y e M,x 一 和 y 彼此独立地取遍 M . 换一种说法 ， P = (M x Af ) \ Zl ， 这 
里 d = {(^,^)|^ e M } 是直积 M x M 的对角线.考察映射 (3 : P — RP n -\ 这里 
0( x ， y ) 是通过坐标原点平行于端点为: r 和的线段的直线.显然，是光滑映射，从 
而由萨德定理，如果 2 n < JV - 1，即 2 n + 1 < JV ， 则集汛 P ) 在 RP "- 1 中有零测度, 

我们注意到，集巩户）在 RP ^ 1 中的闭包重合于并 /3{ P)u a ( Q ) 且有 （JV - 1) 
维零测度-于是，如果 iV > 2 n + l , 则所有的第一类和第二类禁止方向所成的 集瓦巧 
不能覆盖整个 RP N ^ K 从而存在作正交投射： M - RP \我们就 
得到 M 到 R ^ 1 的嵌入〔对这嵌入应用同样的过程，并逐次重复直到最终的投射为 
M 到 R 2 n +1 的投射.定理完全得证. 口 

显然在一般情形中，进一步的（继续是嵌入的）投射是不可能的.亊实上，设圆 
周 M = S 1 嵌入到 R 3 中形成一个非平凡纽结（例如见图 26), 此时 n = 1 ， JV = 3 = 
2 n - hl . 明显地，这个打结的圆周在任何一个二维平面 R 2 上的正交投影将都是一条 
自相交的曲线.这个例子表明，在证明弱惠特尼定理中使用的“投射方法”不可能使 
我们在降低外围欧几里得空间的维数的道路上走得更远，虽然如此，可以指出使用 


§11. 萨徳定理的应用 


，73 + 


更精妙的方法却可以改进我们前面得到的估计（这里我们不打算叙述这些更精妙的 
方法 y 



图25 图26 

注己知的一个更为复杂的定理（我们不在这里证明它）说，任意一个 rt 维流形 
M 可以光滑嵌入到中，但是这种嵌入 A / — 不再在映射 M — R 2 « 组成的 
空间中稠密.在一般情形中，这个估计己不可改进.例如不可定向的二维闭流形不可 
能嵌入到 R 3 中（试证之!) . 

在某些特殊情形中这个估计可以改进，例如,任何一个定向二维流形可在 JR 3 中 
实现，这可由这类流形的分类中导出. 

2 . 作为高度函数构造莫尔斯函数 

现在我们将证明，借助于嵌入 A / 〜可以对紧光滑流形上莫尔斯函数的存 
在性给出一个新的证明.我们证明可以在流形 AT 上的相当狭窄的一类函数中找到 
莫尔斯函数，这类函数称为“高度函数”. 

如果流形 M 光滑嵌入到中，且给定一条通过 JR n 的坐标原点以；为方向 
向量的直线则我们规定（高度涵数） hi ( x ) 在点 xdM 处的值等于点 or 在直线 
m 上的正交投影（我们将这条直线视为一条实数直线 

高度函数的下列性质是显然的（试验证之 

1) 高度函数的集与球面的对径点偶集，也即射影空间 MP N ~ l 所有的点 
之间存在双方——的对应： 

2) 点邱6 Af 是高度函数的临界点当且仅当向量 i 在点处正交于流形 M 

(即/丄 r 抑 M )「 

我们来弄明白何时函数 h t ( x ) 的临界点 x 0 gM 是非通化的.考察一个特殊的 
情形： 流形 M 嵌入到 Rmw 中（成为一张超曲面)，这里 m = dim M . 

回想一下，对超曲面 M c 定义过高斯映射（见卷1 §26.2 )r : A / ―^ S ni ―> 

RP 1T \ BP r ( x ) - n (^) ? 这里 n ⑷丄是 M 在点 o : 的单位法向量（向量 n ( x ) 己被 
平行移动至坐标原点 O e j ^ m+1 ). 

引理11丄 点 xoeMcM ^ 1 是高度函数心⑻的非退化临界点当且仅当 x 0 

是髙斯映射 r : M — RP ^ 的正 则点； 这里 HT ^ M . 

证明 将坐标轴取得与 向量/ 平行，坐标轴 d …， f 则正交于于是， 
平面 R ^ x 1 .. ■■- 可以视为 Af 在点处处的切平面.在点邱 e M 的近旁，流 
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形 M 可以由方程 x m+1 = ^( a : 1 , … ? x m ) 给定，此时 dip\ Xcf - 0- 在点 rr 0 的充分小 
的邻域 C 7 中 ， （iV ” , x m ) 可视为超曲面 M 上的局部坐标，而“高度” ht ( x ) 在这里 
就是函数 X -+ 1 = …在球面 W 上点 r (^ o ) 的邻域中选取类似的坐标 

y y m . 如果重复我们以前在证明卷1中定理 26.2 时所做的那些计算（用 m + 1 
替代3)，我们就得到公式 Kd < T ^ r *{ Q ), 这里 ii ： 是 M 的髙斯曲率，咖,分别是 M 
和⑼上的诱导体积元.在点:的局部坐标，:和 ，?/ m ) 中，我们 
可得等式 

(d 2 hi(x 0 )\ _ fd 2 ip(x 0 )\ — (0y a \ , fd 2 h t (x Q )\ _ 

\ dx ^ dx ^ J — \ dx a dx ^) — \ d ^ ) ， ' dx ^ dx ^ ) 1 


这里 K 是超曲面在点 ： r 0 处的高斯曲 率；！ / a = r a { x \ - ，，: ),1 < a < m ， 是 
高斯映射在局部坐标（: r ) 和（⑺中的表达形式.于是，高斯映射 r 在点： r D 的正 

则性条件 )=0 恰恰等于高度函数 ^(^ a ) 的黑塞式的非奇异性，即 

det ( w ) ^ 引理证毕. D 

重要的注如果存在嵌入 M C 这里 g > m + 1 (m - dim M ), 则可以定义 
一个 ( g ^ l ) 维的光滑流形 JV , 即子流形 M 的“管状邻域面' 为此，我们需要考察一 
个由与子流形正交的且中心在点 x ^ M 半径为£>0 (这里 s 充分小）的 （ g - m ) 维 
圆盘 Dl ~ m 组成的集.这些圆盘的并（对小的^ >0) 给出一个 g 维流形（有时称为 
子流形 M 的管状邻域),它的面（即其边界）用 JV 表示.如果 e 小， JV 嵌入 于吧中 ■ 
这子流形由髙斯映射 /■ 映射至球面於 - 1 之中.设 htix ) 是 M 和 JV 上 （ B 卩 MUJV 
±)的髙度函数.容易发现（试验证之…函数 h ^ x ) 的在 M 上的每一个临界点抑 
恰好对应着它在 iV 上的两个临界点如和於，它们是过点抑正交于 M 的直线/与 
N 的交点（图 27). 


于是可以验证函数 hi { x ) 的临界点 X 0 e M 是非 
退化的当且仅当点 如和％ 是非退化的（如和沾总 
是同时为退化的或同时为非退化的).这样一来，如果 
h t &) 是 N 上的莫尔斯函数，则这个函数也是 M 上的 
莫尔斯函数.由此导出：所有关于高度函数集中莫尔斯 
函数的存在性及处处稠密性的命題，如果对尺得以证 



明，则自动地对 M 也成立 . 于是，在前面证明过的引 图 27 

理中，尽管我们限于超曲面 M C R m+ \ 我们的论证却 
不失一般性， 

定理 11,2. 超曲面 M C = dim M , 上的一个高度函数 h t ( x ) 是莫尔 

斯函数当且仅当点 {±1} e RP m 是髙斯映射 r : M ^ RP- 的正则值.特别有， 
几乎所有的高度函数 h t { x ) 都是莫尔斯函数. 
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证明定理的第一部分由引理 11.1 导出.第二部分则由萨德定理导出，因为高 
斯映射 r:M ^ RP m 的正则值在 KP Tri 中是处处稠密的.定理证毕. □ 

注由于前面对 M c 贬 g > m + 的情形所作的重荽的注，本定理自动地对 
^ 中任意余维数（即只要 q - rn >0) 的光滑子流形都成立. 


3. 焦点 

还有另外一些简单的方法可以在光滑流形上构造大童的莫尔斯函数+我们描述 
其中的-种，但不去涉及太多的细节. 

考察一个光滑流形 M 和它在緲中的任意一个光滑嵌入.任意固定一点 p e 
令 L p (x) = \ p - x \ 2 7 其中 : r g A /， 卜 — ,rj 是向量 p — x 的长:度，则心是伴随于 p 的 
嵌入子流形 A /- 上的一个光滑函数. 

可以证明对几乎所有的点 p £ 1^，函数、 ㈤ 是 M 上的莫尔斯函数.这一类的 
函数 L p { x ) 的集与高度函数 ht { x ) 的集是不同的. 

我们来弄清楚对何种点 P 函数 L p { x ) 才是莫尔斯函数.为此，我们用 iV 表示偶 
对 ( x , v ) 全体，其中 ： r € 是在点: c 处与 M 正交的向童.显然 7 V 是一个 17 

维光滑流形（试验证之1考察光滑映射/ ■ N 它将偶对 ( X ，）& N 映射为从 

: r 射出的向量 v 的末端点+ 

定义 11.1. 点 P G 粑称为 M 的重数 " > 0的 焦点， 如果对某个点 (x ， v) e 
N,P = f { x y v ) 且映射/在点 Or /) 处的雅可比矩阵的秩为 g - p . 

由于萨德定理，几乎所有的点 P 都不是 M C W 的 焦点； 特别有，焦点 
P ^ R 11 的集有零测度. 

现在考察“嵌入 Af c 的第二基本形式' 我们假定流形 Af 在舻中 （局 
部地）由参数 T , u rn ) 给出，其中 u a ,l S u < m 是 M 上的局部坐标, 

A 2 r 

i 考察向量 二 x ”， 并设 r 是 M 在点邱 e M 的法向量, 

于是，可以作标量积 ( v , Xij ) = ( v , n % j { xo )), 其中 n t j { xo ) 是在点处的向童『的 
法向分童（即向量在 Af 在办 处的法平面上的正交投影).我们用表示矩阵 
( vw )' 它称为流形 M 关于法向量 u 的第二基本形式的矩阵.设 G = ( 如）是第一 
基本形式的矩阵，即 M 上的度量（这个度量由嵌入 M C 『所 诱导； 在粑中则是 
欧几里得度 童). 可以假定已取局部坐标， ■ ■ 使得 G ( xo ) - E (单位矩阵) ，: r 0 
为某一点.于是在点; r 0 我们有= Q v \ 设 A u _. , A m 是形式 G 在 
点: ro 的本征值，印 A a 是子流形 M 关于方向的“主曲率' 考察直线 : r + b (即 
过点方向向量为 u 所定义的直线). 

引理 II. 2 . 直线: r + Av 上的焦点恰恰就是 f = A^,1 对应的点全体. 

证明局部上 7 V 可具直积 M x TRm 的 构造； 因此，在 TV 上可以引进局部娲标 
x = x { u \ ■■- … ， t 卜' 映射/在所考察的点 （ xcjj ) 附近形式为 
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x ( u ) + 其中 ( a a ( u )) 是 M 在点 x ( ti ) 的法空间中的标架，它光滑地依赖 

于仏很°清楚，在这些坐标中办由矩阵 


{ 的 
du ^ 

雛 m 

在点吻的切空间 T X M 中选取基 | g|，l 我们要找出由 JV 中基 

向董在办作用下的像张成的平行多面体.因此我们计算映射/的雅可比行列式（即 
det (^}). 所需的矩阵形如 


dx 


du 


3 • • 


da a ( u ) 

dui 




a a (u) 



dx dx 
1 dvP 



0 





这里 £ 表示 & - m ) x & - m ) 单位矩阵.显然这个矩阵的秩由矩阵 




dx dx 
du x ? dv ? 


QC 


da ^ dx 


' du ^ 



的秩确定.另-方面，因为〈、恙〉，所以。=矗 〈〜 ，盖〉= 〈為 恙〉 

^{^ dSh ) 1 即对于点（抑，^)我们有 




d 2 x 

du i du ^ 



\\ 

du i dtjJ / ) 


于是矩阵 （ d /) 在该点的秩等于矩阵（叫-咖，叫〉 ） 的秩，这正是所需证 #• 弓 I 理证 
毕. 口 

现在考察点 p e 奶和函数 L p { x ) ^ \ x - p \^ = ( X - p y x - p ). 于是，= 
2 〈 S ，")- 2 〈0， p 〉= 2 〈 S ， n 〉， 由此函数 、在 m 上的临界点是使得 

— p > = 0的那些点 xeM ; 这等价于向董 x - p 正交于 T X ( M ). 于是，如果 

z 是临界点，则 p 形如 ; r +加（回想一下^是 M 的法向量).进一步，为研究非退化 
性，我们考察 

d 2 L p (x) / d 2 x \ / dx dx \ ! d 2 x \ 


§11. 萨德定理的应用 
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其中 P = I +也于是，根据所证的引理，函数 L p { x ) 的退化的临界点恰好出现于当 
P 是焦点的情形.即如果不是焦点.则 L ^ x ) 是 M C W 上的奠尔斯函数. 

重要的推论设 M C 是一个闭光滑子流形.于是，存在 e > 0使得管状邻 
域 n,(M) = {ye M ) < O 是 W 的 g 维光滑子流形 ， 边羿为 dN 从 M )、 它是 

空间刪的 （ g - 1) 维光滑子流形.特别有， N ,{ M ) 可纤维化，纤维为 ( Q ^ m ) 维圆盘 
Vr m ⑻, 这里圆盘的中心为 x ^ M 而半径等于 e ; 类似地，流形 dN e ( M ) 也可纤维 
化，纤维为球面 e M . 

证明 取 e < min Ar 1 ( i ) 就足够了，这里 ; e G M , 1 i m . 于是，在 TV ^ M ) 中 
不存在流形 Mom 的焦点，从而定理的所有结论都成立. □ 

这个推论通常称为“管状邻域的存在性定埋' 
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§ 12 . 同伦的概念 

1. 同伦的定义.映射和同伦的光滑通近 

考察两个光滑（为简单计， C 〜类的）流形 M 和 iV 及光滑映射/ : M — JV . 

定义 111* 光滑（分片光滑、连续）玦射/的一个光滑（分片光滑、连续）同 
伦（或形变）是指柱 A / x J 到# 的一 个光滑（分片光滑、连续）映射 

F ： M x I ^ N (I ^{0, lj ) 

使得 F ( x ,0) ^ f ( x ) 对任何的 xeM 成立.此时也说映射 ft ： NJ t ( x ) - 
F ( x , t ), 同伦于初始映射/ = / 0 ,而整个柱的映射 F 是一个同伦或“同伦过程”. 

与给定的一个映射/同伦的所有映射组成两两同伦的映射类（或称同伦（映射) 
类 容易理解,我们可以定义各种光滑度为；的光滑同伦类.特别有，当 i 二0时我 
们有由连续同伦的映射组成的连续同伦类.然而，如我们即将看到的那样，光滑映射 
对连续映射的逼近定理隐含下面的基本同伦 性质： 

1) 任何一个连续映射可用任意光滑度（特别， C *) 的同伦光滑映射任意近地通 
近. 

2) 如果两个光滑映射是连续同伦的，则它们也是光滑同伦的. 

现在我们转向有关细节. 

定理 12,1 .设 M y N 是紧光滑 流形； f , g : M ^ N 是连续映射.则对 iV 上的任 
意一个黎曼度童，存在数 e > 0使得由条件 p ( f . g ) < ^ ( S 里 p 是映射之间的 
距离，见 §10,1) 可推出/和分是同伦的. 



§12, 同伦的概念 
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证明 假定 M 上己给定黎曼度量，用 Ai 表示相应的距离.因为 JV 是紧的，所 
以存在 s > 0 使得如果 p，q e N 且 po(p,q) < 则存在唯一的最短测地线连接 
P 和々(见卷1 §29.2). 现在设 : M — N 是两个连续映射满足 Mf .9) < ^ 
(即 max p 0 {f(x),g{x) < s). 我们来构造同伦 F \ M x I ^ N 满足 F(x,Q) = 

fix^F^l) - g{x). 为此，必须对任意点 (ir ， t) € M x I 给出像 F{x y t) r 考察点 
f(x),g{x) G JV + 因为 p Q {f{x),g{x}) < c, 它们可以用唯一的从 /( x ) 到 g(x) 的最 
短测地线连接.因为，除了点 . t 夕 h 我们还给定了 t 的值 T 于是从 f ( x ) 
到 g { x ) 的这条测地线段可以按比例作划分，而我们就将这个分点取为点 
㈣ e 况 x J 的像（图 2 S ). 所构造的这个映射的连续性由关于解对（决定测地线的 
常微分方程组的）初始条件的连续依赖性的定理得出.定理证毕. 口 



定理 12.2 •设/是任意的一个从光滑流形 M 到光滑流形 JV 的连续映射（其 
中 M 和 iV 是紧流形)，则/同伦于 个光 滑映射 g :M — N . 

证明 以前我们证明过（见定理 10,1): 任何连续映射 f ' M — N 可以被光滑映 
射任意地逼近.于是本定理可从定理 m 推出. 口 

习疲 12.1. 证明：如果映射/己经在某个子流形 X CM 上是光滑的，则可以 
选取/的光滑逼近 g 使得 g 在 X 上的限制重合于 

定理 12.3, 如果光滑映射 /,p ' M — N 是连续同伦的 T 则它们也是光滑同伦 
的. 

这个定理可从对连续映射（在此倩形即对最初的连续同伦 P ; M x / — JV ) 的 
光滑逼近的存在性及前一定理中导出+ 

类似地可证明下面的 命題： 紧光滑流形 M 到一个维数充分离的紧光滑流形中 

的任意连续映射同伦于一个光滑嵌入.如果这个连续映射是光滑的，则可以取到与 
嵌入的光滑同伦. 

定义 12,2* 两个光滑嵌入/，心 M — JV 称为（光滑的）同痕（嵌入)，如果存在 
映射/和之间的一个光滑同伦 F:M xl ^ N 使得由 f t { x ) = F { x , t ) 确定 
的映射 f t U 对每个 t e |0, lj 都是光滑嵌入 - 

定理 1 H 从维数为 n 的光滑流形 M 到维数 g 充分髙（现在这个情形会 
+ 2) 的欧几里得空间中的任意两个光滑嵌入/和 p 是同痕的. 
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证明如果 g 充分大，则嵌入/和0可取到连续的（从而，光滑的）同伦 F : 
M x / — (例如，这两个映射/和0同伦于将 M 映射为一个点的映射).然后，这 
个光滑同伦又可以通过光滑形变（这些形变在柱的“底” MxO 和 Mxl 上与 P 相 
同 J 转为嵌入 .这个从 M x / 到吧 中的光滑嵌入就是要寻找的/和 s 之间的同痕. 


刚才证明的定理使我们不必去区分连续同伦和光滑同伦.今后我们将视对给定 
情形何种同伦更方便来考虑使用连续同伦，分片光滑同伦或 C 〜类的光滑同伦. 
映射/的同伦类用[/ I 表示 ， — N 的映射的全体同伦类集用 [ M ; AH 表 

不. 

2. 相 对問伦 


后面我们还必须考察带有附加限制的映射同伦和同伦类，我们先提这类限制中 
的一些重要情形. 

a ) 在流形 M 和 W 中分别取定点 x Q € M 和 y 0 G N . 要求所有的映射/ : M — 
N 将点& 映射为点 如 （并且所有的同伦也如此).这种映射类称为带 基点的（块射 
类或同伦类). 

b ) 流形 M 和 7 V 有边界 r = 和 d = 37^. 要求所有的映射 f ' M — N & 
它的同伦映射将边界 r 映射为边界 A 这种映射类称 为相对 （相对于边界） （映射类 
或同伦类). 

C ) 流形 M 和 iV 可以是非紧的（开的）流形，要求所有的映射/ : M — 况使得 
任何点的完全原像是紧集.对同伦过程 F ： MxI-^N 也同样要求.这种映射类和 
同伦类称为真 映射类和真同伦类. 

d ) 更一般的相对映射类是这 样的： 设在 M 和# 中分别取定集>1 C M 和 
B<zN. 要求所有的映射/和同伦 F 将集 A 映射到集 S 中，这种相对同伦类全体 
用 [( M ^ Ay ^ N . B )] 表示. 

§13. 映射度 
1. 度的定义 


本节的基本目标是研究维数都为 n 的定向闭流形 M 和 7 V 之间的映射同伦类, 
特别是当况是球面时的情形.考察光滑_ f ' M — N 并取定点如 E 见我们假 
定映射/关于点 VoeN 是正则的（见 §10.2), 这意味着点如的完全原像由流形 M 
中有限个点％ (i = 1,…， m ) 组成，且如果 （ if ) 是点而近旁的局部坐标，（诚）是点 

y 0 近旁的局部坐标，则映射的雅可比行列式 det 〈驾、 在点而对 i = 1 ，…， m 都 

不等于零，由于在流形 M 和上己给定定向，因此从一个邻域的局部坐标到另一 
个邻域的局部坐标的转移函数的雅可比行列式是正的- 



§13* 映射度 



定义 13.1. 设/ : Af 4 TV 是闭定向连通流形之间的一个映射，则数 


称为/关于正则值如的(映射）度 .( 映射在这些点&的雅可比行列式的符号的 
决定是确定无疑的 .） 



deg / 


53哪 det 

/(欠0= 训 


dvl 

Ox? 


成立重要的 

定理 13*1, 映射度不依赖于正则值如的选取且在同伦下不变. 


证明我们首先证明映射度不依赖于正则值的选取，对充分接近于？/0的正则 
值，这是显然的，因为它们有着同样多的原像及相同的符号. 

设如和的是/的两个正则值.在流形 JV 中用一条自身不相交的且每点都具 
有非零切向量的光滑路径连接这 两点如和的. 这条路径本身表示一个一维流形 7 , 
由关于 f 正则性的定理（见定理 10.3), 可选取路径 7 使得映射/在整个7 上是#正 
则的且在端点 y Q ， m 是正则的.考察完全原像由 （ 正则性可知它是 M 中一 
个光滑一维流形，边界由两 部分： rWo ) 和 r l ( yi ) 组成（见图29,此时 n = 2 ,点 
( ho ) 是如的原像广 H 如)，点 { x tl ) 是原像 r L ( Vi }). (在图四中每个点的附近标 
出它的 符号； 注意 7 上不同的点其原像点的个数可能是不同的0如果原像 f ~ l ( y 0 ) 
(或的两个点是 /-'( t ) 的一个连通线段的两个端点（例如在图29中的点 
〜和 Qo ), 则由于 N 上定向，这两个点受到符号相反的限制.另一方面，如 
果/~'(7)中一条连通线段连接的是 f ^ ivo ) 中点与 f ~\ vi ) 中点（如点: r 20 和 x 31 
的连接)，则这两个点要受到符号相同的限制，由此导出定理的第一部分. 

现在我们用类似的方式证明定理中涉及/的映射度在/的同伦下不变的这部 
分. 设已给定光滑同伦 F : M x I ^ N , 其中 f ( x ) = F ( x ,0), g { x ) = F ( x t l ). 可以 
假定整个同伦过程在如处是正则的（见§10,2最后的推论)，考察完全原像 F - Hvd ) 
(见图30,此时 n = 1;点如的原像点的个数对不同的 时刻* 可以是不相同的，怛是 
符号的代数和则不变). 



图29 图30 
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这里的情形完全类似于图乳因为 F^(y^) 是 A / x J 中非奇异的一维流形，其 
两个边界部分分别对应于£ = 0 (这是广 1 ^))和 f = I (这是 iT 1 (如 )). 显然定理中 
提到的整敲当 f = 0时和* = 1时都是相同的，即映射 J 和 g 有相同的度.定理证 
毕， 口 


2. 基本定义的推广 

我们将指出度的概念的一些有用的推广. 

a ) 可以用显然的方式将映射度的概念推广到具有边界的流形之间的相对映射类 
上.设给定映射 


f ' (M 7 aM) 一 (N, 3N), 

其中 Af 和 JV 是（带边界的）同为 n 维的紧流形.因为边界映射为边界，内部的正则 
值如 e JV 的完全原像整个地落于 M 的内部，这一点对于它在同伦之下的原像也是 
对的，因此，映射度加 g /是确定的， 与在 N 内部的正则值％的选取无关，也不因 
这一类相对映射中的同伦而改变（这个事实的证明与定理 13.1 的证明雷同) . 我们注 
意到边界 3 M = r 和出 V = 是 （n - 1) 维的定向闭流形 （ M 和 JV 是定向流形) - 
我们假定边界是连通的（事实上，这并不是实质性的)，映射/在边界上同样有映射 
度成立下面的. 

定理 13*2. 边羿映射的度与流形映射的度是相同的 : deg / = deg /. 

证明我们首先将相对映射 f : M — N 作小的光滑形变〈同伦）使得 M 中不 
存在内点被映射为边界的点.这可以如下来完成.考察边界出 V 的一个小 e 邻 
域％，指向流形 iV 内部的一个单位法向量场 //( y ) 以及一个在边界的那个 e 邻 
域％定义的函数 ^( y ) ^ 0,它在边界上等于 e , 在^邻域的另一个边界上 
等于零且随着远离边界而单调减少.再将这个函数^零延拓至整个 JV 上.考察区 
域 14 = C Af . 在 V ；上复合函数，= #(/ ⑷）> 0,并且它的极大值（即那 

个小匀出现在边界的完全原像上.我们再定义 M 上的另一个函数 ^{ x ) ^ 0, 
它在边界 dM ^ r 上等于零，在 r 的一个小 ( S 邻域外部等于1且随着远离边羿而 
单调增加， 

我们如下定义/的同伦: 令点 的像是流形 AT 中从边界沿向量场7?⑻的 
轨线移动距离显然，边界 r 的点的像不变〔唞的= 0)，在％外部的点 
的像也不变 Mf ( x )) - 0), 所有其余的点则移动一段正的（但是短的）距离. 

现在转向证明定理 13.2. 考察映射/的位于边界出 V 上的正则值的完全原像 
r l ( Vo ). 所有的这种完全原像都属于边界沒 M . 我们注意到由于流形 JV 内部的正则 
点都只移动了一段充分小的距离，我们并没有使原像中点的个数及它们的符号发生 
变化（边界的定向与流形的定向相容且由 iv 的定向所诱导)，只有当经过临界值时这 
些才会改变.因此数 deg /无论是关于边界还是关于 A / 本身来计算结果是相同的- 

定理证毕. 口 
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b ) 映射度概念的第二种推广涉及真映射类（见 §12.2 中的定义).显然所有的定 
义和定理 m 以及其证明都可以移用到这个情形. 

C) 对不可定向流形也可以定义映射度的概念，但此时雅可比行列式的符号没有 
不变性 + 因此,度只能定义为模2的留数. 

3, 流形到球面的映射的同伦分类 

在流形 iV 是一个 n 维球面的情形，映射度呈现出完整的同伦不变性， BP 成 
立 

定理 13*3, n 维定向闭流形到^维球面的两个光滑映射 [ 9 :M — S - 是同伦 

的当且仅当它们有相同的映射度. 

证明 我们首先考察简单的情形，即存在正则值如 G S ' 如在 /和 g 之下的完 
全原像中点的个数恰好等于 deg / 二 deg a (即彼此相等).在这种情形，我们可以通 
过以下的初等步骤构埴 f 与 g 之间的 同伦： 

第 1步对映射/作形变使得所有的原像/- 1 (如）和 g ^ ivo ) 恰好重合. 

第2步因为由假设条件雅可比行列式的符号完全相同，我们再将/形变为一 
个映射使得在完全原像的每一个点它的微分与9的微分相同. 

第3步选取小的 e > 0并将两个映射/和 g 在如的所有原像点近旁作形变 
使得映射/和在它的 e 邻域中关于某个局部坐标系是线性 映射； 此外.并可使 E 
邻域的像微分同胚地覆盖球面 S ' 而它的边界则映射为点 yo 的对径点％.可以假 
定， s 邻域的补也被映射为这个点.因为点在球面沪中的补微分同胚于欧几里 
得空间 IT . 

在这些形变（即同伦）之后，映射/和$重合. 

现在考察一般的映射， 它在如已巧 处是正则的，如果我们能 证明： 对映射 

总存在冋伦于它的映射使得如在9之下的完全原像中点的个数恰 
恰等于 deg /，那么定理就得证.对映射/可以应用上述的3个步骤中的形变（虽 
然原像中点的个数可能大于 deg /= m ). 结果我们将这个映射化为规范形式：点如 
有 m + 巧个原像点^…对充分小的£>0,这些原像点的 e 邻域被线性 
地映射到刺破的球面{ 〆 }上其中 f 是点 y 0 的对径点，而这个邻域的补则 
被映射为点 V ;映射/在点 ： Tif m 处的雅可比行列式的将号是相同的，而在点 
^ TTl + f > (< = 1， ■ - ■ ， 9) 处的雅可比行列式的符号则相反. 

现在我们准备来构造/与一个正则值 yo 的原像恰为 m 个点的映射之间的同伦 
— W •设= 1,…，是 Mx / 中连接 ； r m + i 和；叫的路径（图31 
表示 m ^ 1,(7 " 1的情形).在每条路径％的某个充分小的邻域中，由于在点 x^i 
和处雅可比行列式的符号相反，我们可以定义映射 F 使得这个邻域的边界 
映射为点 f (图31,邻域上画有阴影线).显然，由于在点处雅可比 
行列式的符号相反，这种映射是存在的.在其余的原像点（即点 Xi ，…的 s 邻 
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域上定义 F 为恒等同伦（如图31中对点 a 所示) . F 将流形 Mxl 的其余部分映 
射为点 y ' 于是映射 F 就如所需那样消除了原来的原像点 ^ m + l ? ' ' + 定理 

得证. n 



图31 

注当 n = l 时同伦 F 的构造与一般情形有所不同.请读者自行作出. 

习题 13.1 .对 n 维的不可定向闭流形到球面 P 的映射可定义模2的映射度, 


对此证明与定理13,3类似的结果. 




4. 最简单的例子 

例 13.1. 每一个 a 次的实系数多项式 f ( x ) 确定一个真_ (因为方程 

f ( x ) = c 至多有 n 个解).这个映射的度等于 1( 或-1)，如果 n 是 奇数; 等于0,如果 
71是偶数（分别对应于图32的幻和 b )). 由此导出，特别有，奇数次的多项式总有一 
个实根;如果存在原像是空集的点，则多项式的度将等于零. 


例 13.2. 考察从单位圆周到单位圆周的映 
射/ :义 — 史.我们将圆周用直线来表示，在其 
中将点 x + 27 rn 彼此等同起来, n 为整数.类似地 
将像集中的所有的点 V + 2^^ ( n 是整数)彼此等 
同起来.函数 p 二 f { x ) 确定一个单位圆周之间的 
映射，如果对每一; r 成立/(怎+2才）= f ( x )- h 2 nk , 
这里& 是整数.考察/的图像（见图33,此时 
k = 2) 明显可见 deg f — 

于是,关于映射度我们得到 



sgn j,=+, sgnx 2 =-, 

sgn jc 3 =+, sgn x 4 — ， deg/^2 


k 




deg f 


2n 




dx . 


图 33 
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也可以将单位圆周本身表示为复平面中的曲线 >| = 1. 于是，每一个映射度为的 
映射 P P 同伦于典范映射7 ^ 

例 13,3. —个 n 次的复多项式 w = /(2)确定一个复平面到复平面的真映射 

或者说，（在添加点 oo 后）黎曼球面 S 2 (S CP 1 ) 之间的一个映射 

f : S 2 ^ S 2 . 

我们来证明/ 作为映射的度（其绝对值）与 / 作为多项式的次数是相等的 < 在 /( 幻= 
a 0 ^ ( a 0 ^ 0) 的特殊情形，显然这个映射的度为 a 此外，我们注意到每一个具非零 
最高项的 rz 次多项式都确定一个同伦映射.这个同伦是明显的： 

F { z , t ) = a 0 z n + (1 - t )[ a x z n ~ l + … +< i n ], 

这里 f ( z )= a 0 z n 4- aiz n ~ l + … + a Tl ，0 < ^ < 1. 显然 + F ( z , 0) / ㈤ 而 F ( z , l ) = 

dQZ n , ao 7^ 0, 

推论1 (高斯定理） 一 个？？ 0) 次多项式至 少有一 个根. 

证明事实上如果方程 f ( z ) - 0无解，则完全原像 /- H 0) 是空集且 deg /二 0. 
得出矛盾. n 

试验证有理映射妒 —炉 的度（其绝 对值} 等于分子和分母（多项式）次数中大 
的一个 1 

更一般的例子是复闭流形之间的（复解析）映射 

/ : M — JV 


的同伦， 

成立简单的 

定理 13.4. 如果度 deg /等于 g ， 贝 〖J g > 0且映射/的正则值:^0 G iV 恰有反 
个原像点，此外，雅可比行列式在每一个原像点处的符号均为正._ 

证明任何复线性映射4的行列式总是非负的（见卷1 §12.2): 

detRj4 = \d^t c A \ 2 ^ 0, 

将此应用到正则值如的原像点处的雅可比行列式就可得到所要的结论，因为由定义 

deg / = s ^ n def c … 

乂 ^ y /( a )， 忙1 


定理得证. □ 

在上面考察的例 13.3 中 ，方程 f ( z ) = c 在一般情形下恰有 n 个解.这可由定理 
13.4 自明， 
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另一个同伦映射的例子是一个 n 值代数函数的黎曼面到定义这个 n 值函数的 
之 平面上（或者说到黎曼球面炉= CP 1 上）的投影.这个情形中，映射度显然等于 
黎曼面的叶数 n . 

例 13.4. 考察 n 维闭流形 M 到 W 中的一个映射显然这个映射是真映射， 
从闭流形 M 到任何流形的任意映射都是真映射.因此 ， deg /有定义且等于零.为 
证明这个结果，只需注意到由 /( M > 在 JET 中的紧性，存在点使得它的完全原像 
广 1 (如）是空集.这种点抑可在中离 /( M ) 充分远处取得. 

由此导出，如果点是正则值，则 y 的完全原像必由偶数个点组成. 

例 13.5. 考察带边界的定向流形之间的这种映射/ : ( M , dM ) { N ， dN 、， 它 
在边界上的限 制是一 个微分同胚： ^出 V ;再假定这个微分同胚保持定向.在这 
个情形中，由定理 13.2 可得 deg / = 1. 特别有，如果在中一个带有光滑边界 
r = dU 的区域 C / 上给定一个坐标转换 y = f ( x ) 且这个转换限制在边界上是一对 
一的，则/在 V 的内部的度等于 1. 

§14,映射度的若干应用 
1. 积分与映射度 


我们来研究 n 维定向闭流形上〃次微分形式的积分在具有限映射度的映射 
之下的行为 . 设/ : M — iV 是光滑映射，映射度 deg / = gf 是 iV 上的次数 
% n = dimM = dimN 的微分形式，在 iV 的第〗个局部坐标系（甿）中= 
< Pz ( y)dyf A … A 形式在 iV 上的积分已有定义，同样地，形式在 
M 上的积分 jm 也是确定的，在 M 上的具坐标 ( x ^) 的区域中，或更精确地说， 
在被映射/映射到坐标为（虻）的区域中的坐标区域中 rn 有局部形式 

/• = <pi(f(x)}dx^ A ■ ■ A dx J jdet (— 



定理 14.1. 

j ro = (deg f) J n. 

M N 

证明考察区域 u cN , 它完全由映射 / 的正则值组成且属于正则值 yo^N 
的一个充分小邻域.完全原像 f - Hvo ) 由有限多个点 W m 组成.如的邻域17 
的完全原像 r 1 ^) 是坐标为 «) 的不相^ R 的并 ， j = 1，…， = 1,... 

f~ 1 (U) = U 1 U-^UU m . 

U 中的坐标用 ( yS )^ = l ，. . 表示.区域巧中的点都是正则点，因为区域 
U 完全由/的正则值组成.因此，在每个区域％中，映射/是一一的， 

VO = 仿 〆 ， … ， 4 ). 


§14. 映射虔的若干应用 


， S7 ■ 


根据重积分的变量替换公式，我们有 


I ^p(y(x))det 



dxj A • • • A dx? = sgn det 



J ^{ y)dyl 八… Ad 亦 


对这些式子关于所有的 t /, 求和可得 



Bgn det 


J 




此外 T 如果在某个集合 V < ZM 上映射/的雅可比行列式都等于零，则在 V 上 
形式 rn 也等于零.结果：临界点在 jrn 中不起作用（贡献为零 )• 另一方面，由 
萨德定理（见 §10,2), 7 V 中正则值集是处处稠密的开集，因而临界值在积分中 
也不起作用，于是，由于积分的 E 域可加性，定理由上面导出的公式得证， □ 

注1定理 14.1 在非紧情形对于真映射也是对的_如果形式是“有限的”（即 
在 iV 上具有紧支集)；这对于带边界流形也是对的. 

注2如果存在0^中一个紧 E 域上的变量替换/，且/在该区域的光滑边界 
上是双方 一一 的，则（见例 13.5) [ deg /! = K 且形式 r ? 和 rn 在相应的区域上的积 
分的绝对值相等（虽然这个昝换在内部点可能不是双方 一一 的 .） 


2. 超曲面上的向量场的度 

现在考察在^维坐标为0 1 ，… ， x ” 的欧几里得空间 Rd 中某个区域 LT 上的 
光滑向量场 ( i a ( x )) 二二 1 ，… 在 U 上处处不等于零.此时在 t / 上可以定 

义一个单位向量场 n ( x ) = 同样可以定义区域 t / 到单位球面的（髙斯) 

球面映射/: 

/(x ) 二 n(x), 

其中右面的 n ( x ) 以坐标原点为起点.（精确地说， f ( x ) 是单位向量 ♦) 的末端点 : 
位子 （n - 1) 维的超曲面即球面上0如果 Q 是任意一张整个位于 U 中的闭超曲面, 
则 Q 上的映射/的映射度 d e g / | Q 己有定义.这个度称为 向量场 f 在超曲面 Q 上 
的度. 

假定超曲面 Q 局部地由参数形式 

x a = j ： a (u l ，■- j w nul ) T a = I, ■ ■ ■ , n T 

给出. 

在球面5— 1 或就在整个区域 R "\{0} 上可以定义一个0 - 1) 次闭微分形式 D 
{ S 灯 上的体积形式 

71 

1 产上七办 1 卜 … f\ … f\dx n 

q _ i=l _ 

7 n ((x 1 ) 2 + •… + (x n ) 2 y / 2 
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(这里符号^表示这个微分不出现1规范系数&由条件 

J Q = 1 

确定.例如，对平面若其欧几里得坐标为 ( x ^), 则有 h = 2) 

I 

_ 丄 , xdy -ydx\ 

2 tt \ x 2 + ) 


或在极坐标系中 U = #. 对 R 3 , 若其欧几里得坐标为 { x ^ z ), 则有 （n = 3) 

Jtt 

1 f xdy Adz — ydx /\dz + zdy A dx \ 

4tt V (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 ^ 2 ) 

或在球面坐标系中 = -i-|sin $\dO A dip . 

4 tt 

从定理 141 可推得 

推论 1 对于欧几里得空间 R" 中任意的非零向量场 fOr) 和闭超曲面 Q， 向量 
场芒在 Q 上的度等于 / Q f * Q t 其中/是高斯球面 映射： 


deg / = deg Q ^ = 




\ du 71 ^ 1 


… r 

dC 

du l 


du 1 八 … 八 du n_1 


谷 r 

du n ~ l / 


(这里 w 1 ， …， w- 1 是超曲面上的坐标). 

这个推论可从前面指出的的表达式及 ro 的定义推得.当 n = 2时,我们有 


deg / 


2 tt 



dt m 炎 2 


lei 


(e 


dt 




这里 t 是闭曲线上的参数，积分就是沿着这条闭曲线计算的， e ( tu 2 a ) 则是这条曲 
线上的向量场的坐标（分量).当 n = 3时，我们有 73 = 4 tt , 


deg / - 



dudv 

1 ?F 


det 


( ^ ^3 \ 

來 1 兴 2 

du du du 

d ^ 1 d ^ 2 d ^ 3 

\ dv dv dv / 



(这里 [ ， ] 表示向量积运算)， 

考察一个特殊情形，此时向量场是单位向量场（旧= 1) 且在 Q 上垂直地 
指向 Q 的外侧. 


§14，映射度的若干应用 


^ 89 ■ 


在这个情形；我们知道（见卷1 §26) ; 形式广/?形如 

lr L {rO) - Kda 二 K^/gdu l A … A du n ^\ 

这里 AT 是超曲面的高斯曲率（主曲率的乘积 )， da = y / gdu l A … A du ^ -1 是超曲面 
上由 Q 到具欧几里得度量的的嵌入所诱导的度量决定的标准体积元.对 n = 2, 
则有扣=出 （/ 是自然参数，即弧长参数 )， K = k (曲线的曲率).当 n = 3时， K 是 
通常的曲面的高斯曲率，如= VBG - F^du Adv 是通常的面积元. 

结合推论 h 可得到下面的命题. 

定理 14.2. 髙斯曲率 if 在一个闭超曲面上的积分除一个倍数 7 „ (n 维欧几里 
得空间中单位球面的体积）外恰好等于高斯映射的度. 

3. 惠特尼数.高斯-博内公式 

我们现在的目标是计算高斯映射的度-我们研究最重要的^ = 2,3的情形（曲 
线和曲面)+ 

n = 2 的情形（曲线).设给定] R 2 中一般位置的闭曲线 7 = Or ( u )， y ( u )) .所 
谓一般位置是指对一切 Ux(t + 2 tt ) = x ( t) iy (t + 27 T ) ^ y ( t ), 向量 ( x , y ) 不等于零且 
在中曲线的自交点是二重点，此外曲线在自交点的两个切向量是线性无关的（图 

34). 



2 

- ► 

1 

㊀+㊀+㊉+㊉=0 
不交量奶»=0 


我们在曲线上取定一个点‘它不是自交点.一条一般位置的平面曲线7的所 
有自交点的符号之和 E (士 1) 称为该曲线的惠 特尼教 W ( y ) 或自交点的代数数.自 
交点的符号是这样来指 定的； 设平面的定向由标架 [1,2] 给定（见图 34). 我们从点 
to 出发沿曲线7的方向 前迸； 当我们第一次遇到自交点时，我们将曲线的这一分支 
在该点的切向童标号为1;当第二次遇到这同一点时,将这一分支在该点的切向量标 
号于是，每一自交点对应有一个标架 7 它的定向类与平面的定向标架 [ l ,2 j 的定 
向类或者相同或者相反（图 34). 在第一种情形则该点的符号取为+1,而在第二种 
情形则该点的符号取为〜 i . 关于惠特尼数的奇偶性，即关于曲线的自交点个数的奇 
偶性成立下面的命题+ 

定理 14*3. —般位置的正则闭曲线的自交点个数的奇偶性与高斯映射/的度 
deg / 的奇偶性相反. 
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a ) b ) 


图 35 

证明对于自身不相交的闭曲线， VT ( 7 ) = 0且 deg / = +1. 于是，在这种情形， 
定理的结论成立，我们通过对自交点个数的归纳法证明定理.首先假定这条一般位 
置的正则曲线7在自交点附近可以找到—条“极小的”闭路，这条闭路的内部不包 
含曲线7的点，闭路本身也不包含起始点 h (图 35), 将7的这条闭路包含于一个区 
域在 D 内部不包含曲线其他的点，我们将在中完成所有的曲线替换.保持方 

向的曲线替换以自然的方式完成（图 36, a ), b )): 7 ^ 71 +72 - 在情形4 和中的两 

种替换结果中，自交点的个数减少 1. 当去掉所形成的不自交的闭路后，积分值（即 
度， deg /) 在情形 a ) 增加1而在情形 b ) 则减少1.数 W ^) 则完全同样地变化.在 
这个特殊情形定理得证. 



图36 

在一般情形，在每次取定自交点后，我们也同样地进行，使得曲线72 ( 图 37) 是 
不自交的（但容许它与 71 相交).我们可以进行曲线替代使得又回到图36中的 a ) 
和 b ) 的情形.曲线和7 2 可能相交但是它们的交点数是偶数，因此,上述的论证 
完全不变地成立.定理得证. 口 

注如果点不在上，则两个整数灰 (7) 和 deg /在曲线替换下改变董是 
相同的（作为整数而不只是模 2). 当在外面的 7 上取定后，可以证明这样的闭 
路72总存在且替换总是 可以完 成的.由此可得更精确的定 理：数 my ) 或者等于 
deg / + 1，或者等于 deg / - 1，取决于的选取（图38夂 

n = 3 的情形 （曲面)，我们现在计算 R 3 中光滑定向闭曲面 Q 的髙斯映射 
f ： Q ^ S 2 的度.由定义，映射度等于映射/的一个正则值 y D e 沪的原像中的点 
数. 不妨假定这个点如是球面的北极，即坐标为（0,0,1)的点（球面在 R 3 中给定). 
我们将假定南极沾= (0,0,-1} 同样是/的 正则值 （不失一般性,利用适当的小形变 
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b ) 



F^=0=deg/-1 

deg 戶 +1 


Jf^=2=deg/i-l 

deg/-+l 


图犯 


总可以做到这一点).球面上这一对对径点同时为正则值等价于射影平面 RP 2 中它 
们的对应点是复合映射 

Q 厶 S 2 — UP 2 

的正则值. 

在上述假定下，成立 

引理14，1.设 p 是曲面 Q 上的高度函数，它在点 P ^ Q 的值等于 P 的 z 坐 
标^ = < p ( P ). 则这个函数的所有临界点都是非退化的，且临界点集等于两个原 
像集的并 /- 1 ( yo ) u /- 1 ( y c ：) + 

证明在映射的每个临界点的某个邻域内，曲面 Q 可由形如 z 二 
y) 的方程给出，在这个邻域中的临界点就是使得 grad ^ = 0的那些点.函数 
< p { P ) - ^的梯度在 Q ± z 轴正交于 Q 的点处等于零，但是由高斯映射/的定义， 
这些点恰被/映射为北极或南极.于是^的临界点集等于 r 1 (如） u /_ u y s ). 

如同卷1 ( 见 §2 fi .2) 中所述，在特定的坐标系中映射5 2 在原像点 f -^ yo ) 
的雅可比行列式恰好等于函数 z = ^ x ， y ) 的黑塞行列式，因而等于高斯曲率.而在 
原像点广\沾）关于函数 z f 成立同样的结论.于是，原像 fK ) o ] 
的非退化性等价于条件 K / 0,也即函数#和-^的黑塞行列式不等于零，引理证 
毕. □ 


现在注意成立明显的等式 



d 2 ip 


du % du ^ 


= ( 一 1 广 -Met 


yd ^ du ^ J 


这里（ V ，■… . li — 1 ) 是曲面 Q 上任意点的邻域中的局部坐标.这恰好表明 n 是奇数 
时与 tz 为偶数时的差别.对于我们的情形, 7^-1 = 2. 由此导出，映射/的雅可比行 
列式在并 f -^ UrHyo ) 的所有点上的符号与高斯曲率在这些点上的符号是相 
同的.因而在确定符号时，无需区分选用曲面 Q 的外法向还是内法向，也无需区分 
使用函数 W 还是将所有点的符号加起来就得到 

引理 14.2. 成立等式 


2deg /-^(- l )^\ 
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图39 

当然，曲面还可以有别的在妒中的嵌入但是我们知道欠= Rj 2' 这里 i ? 是标量曲 

率（见卷1 §30.3). 此外，我们还知道 / i ? 的值在二维流形 Q 上的度董的光滑变分中 

Q 

是不变的，因为 SfRdcr = 0 (见卷1 §37.4), 设成和‘是曲面 Q 上的两个黎曼 
度童.考察一族度童 

= tQif + (1 - t)g^\ 

显然，度童对所有的 * e [0，1]是正定的，恥 (0) = 《咖⑴ ： #). 由此导出, 
积分 jRd < j 的值对于度童和是相同的.这就证明了下面的. 

Q 

定理14,4 (髙斯-博内).对于具 g 个柄的曲面 Q 及其上的任意黎曼度量成 
立等式 



Q 


4. 向量场奇点的指标 

现在我们在向量场的“孤立奇点”的一个邻域中考察髙斯映射，设< =是 
一个在空间 IT 中某个点邱的一个邻域中定义的向量场，按流行的说法，我 们称吻 
是向童场 <的一个奇点，如果 C ( x 0 ) = 0, 奇点叩 称为孤立奇点，如果 < 在抑的一个 
充分小的邻域中除 Xd 外都不等于零.奇点抑称为非退化奇点，如果 


其中求和运算在函数 W = 2的临界点集上进行，在局部极小值和极大值点处（这 
种点上欠= +1), «( A ) = 0,而在鞍点处（这种点处 K = -= 1. 

现在来证明：对于具 p 个柄的曲面，这个等式右边的数恰好等于2 - 容易 
作出这种曲面在 R 3 中的嵌入图示，此时的髙度函数#有1个极小值，1个极大值 
和如个鞍点（图39,其中己标出驻点).对这种具有 g 个柄的曲面的嵌入，我们可得 
(见定理 14.2) 


2 deg / 


2tt 



Kd<7 = 2 — 2g, 


Q 
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引理 14.3. 非退化奇点总是孤立的. 

证明将 （ Or ) 视为从] T 1 到，中的一个映射.因为在非退化奇点邱处 
det ^ 0 ? 由隐函数定理可知在点邱的某个邻域中$是双方 一一 的.由 

此即可推得本引理. □ 


矩阵 

符号 



的本征值 A ! ，…人称为非退化奇点的根- 


sgn det 




= sgn ( Ai , - - • 



) 


称为非退化奇点抑的 指标， 对于梯度场 ^ = ^奇点的指标等于黑塞行列式的 
符号 


ftgn ilet 



ar 

dx Q 



=sgn det 


d 2 f 

dx a dx 3 



二 i - iy^K 


这里 如.) 等于二次型 cPf \ x ^ 化为典范形式时其中负的平方顼的个数. 

考察一个包含孤立奇点抑的半径小到使向董场纟在其上不等于零的球面= 
^ 1 .按照本节2中所说的，可以定义高斯球面映射 

fxa ' Qe . 

定义 14.1. 高斯映射的度称为向董场 < 的孤立奇点抑的 指标： 


ind Xo (0 =- deg / It> . 

可以证 明 7 如果点 利 是非退化奇点，则这个定义与前面的定义是一致的， 

定理 14*5. 对向童场的非退化奇点邮成立 

{ 

/〜= sgn det I ^ 

证明在点邱的充分小邻域内，向量场可以表示成 

咖)； 《⑴(工) 十 《⑵ ㈤ ， 

这里《⑴化）= (f — 切且 | f( 2 ) ㈤ | = 0(以)|)+我们给出一个同伦 

I X=x^ 

如下： 

=e (n (,r) + (l 

这个同伦具有下列性质：《(〜0) = f (: T ) 乂0，1)=《⑴ (1 C ), 且在点仰的某个充分小邻 
域中，对所有的 t ,0 ^ t ^ l ^( x 7 t ) 只在点句处等于零了于是，我们证明了在点 m 

的某个邻域中向量场 f 线性同伦于向童场 
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取充分小的6使得中心为以的球面 Q E 全部落在这个邻域中，在同伦过程中，映 
射 / m : Qe — 5"- 1 经历一个光滑同伦，而向量场的线性部分却保持不变.因此，等 

式的两边，即 deg 厶 & 和 S gu det ^^ j 仍然不变，结果我们只要对线性映射 
以 ) 计算相应的映射 


戍)⑷= 


WHx)\ 


的度就可以了.在线性场合，向量场《 (1) 给出了点抑的个邻域到 R n 中原点的一 
个邻域上的同构，因而是双方 一一 的，且映射: 同样也是双方 一一 

的，没有临界点.球面 S "- 1 上的每一个点都是正则值且恰有一个原像点.变换石 (1) 
的行列式的符号决定映射/巧保持定向还是改变定向.定理证毕. 口 

例 14.1 <n = 2>. 平面上的向量场的非退化竒点可能有以下的几种 类型： 


指标 

中心（纯虚根；图⑽, a )) +1 

结点（实根且符号相同，图 4 0, b )) +1 

焦点（共轭复根，图40, C )) +1 

鞍点（实根但符号相反，图40, d )) -1 


奇点的指标与向量场的方向无关. 



a ) b ) c ) d ) 

图 40 


如果向量场是某个函数 / 的梯度向童,则可能有如下的奇性: 

指标 

/的极小值点 +1 
/的鞍点 -1 

f 的极大值点 +1 


例 14.2 (n = 3), 梯度向量场 (P = : 
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指标 

/的极小值点 +1 

1 型的鞍点 （二 次型沪/只有 1 个负平方项 ） -1 
2 型的鞍点 （二 次型//有 2 个负平方项） 十 1 

/的极大值点 -1 

一般情形的向量场（所有的\ / 0 ;注意此时或者所有的, 3 个根都是实的，或者 
1 个是实的，另外有 2 个共轭复 根)： 

指标 

源点 （Re ^ 0^ - 1,2, 3) +1 

1 型鞍点 （Re & > 0,Re A 2 是实的， A 3 < u ) 一 1 

2 型鞍点 （ Ai 是实的 ， Ai > 0, Re A ] 《 0 , Re A3 ^ 0 ) 十 1 
汇点 （Re \ < 0，i = 1,2,3) -1 

定理 14.6 .设^ - ^( x ) & 中具孤立奇点 xi, - ^ ,x m 的向童场.设 Q 是 R" 
中一张定向闭超曲面，不包含 < 的奇点且界定㈣ 的一个区域于是，向量场 
糾 在超曲面 Q 上的度，即高斯映射 Q — S - 1 的度等于所有的落在区域 D 
的奇 点 X 。… . Xi k 的指标之和. 

证明考察包含奇点巧的半径为^的球面 Q # > 0 充分小.从区域 D 中挖去 
这些球面界定的球，得到的区域记为方，它的边界形如 

dD = QuQ u ^ u -- vQ in ^ 

在乃中考察高斯映射 [.£>— 俨- 1 和形式广仏这里/?是在本节第 2 段中定义的 
形式，因为在球面 5 n ^ 1 上由于维数的原因= 0 ,所以 = r(d^ 2 ) = 0 ,由一 
般的斯托克斯公式（见 § 8 ) 我们得到 

0 = f df*n = f rn 一 [rn + ^ f rn t 

i Jn q ^ 1 q {, 

这里负号的出现是由于在外面的超曲面 q m 于边界 db, 但具有与球面 Q ige 相反的 
定向+现在由推论 i 和奇点指标的定义可导出本定理. 口 


5. 向董场的横截曲面，庞加菜-本迪克松定理 

特别使人感兴趣的一种情形是曲面 Q 本身是一个大半径的球面而《(: r ) 是这个 
球面上一个处处不与它相切的向量场.处于这种关系的曲面 Q 称为向童场 （ 的横 
截曲面， 在这种情形，成立下面简单的引理. 
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引理 14.4. 向置场 < 在横截曲面上的度（除一个符号外）等于这个曲面的（髙 
斯）曲率的（正规化）积分.如果这个曲面是一个球面，则这个积分的绝对值等 
于 1. 

证明 Q 上的横截向童场（在与 Q 不相切的向童场类中）同伦于这个曲面的单 
位法向量场 n ( x ) (精确地说， n (; r ) 或 - n (: c )). 度是同伦不变的.对于曲面 Q 的法向 

量场 士打 ( X )，形式 rn 等于 ±— Kda , 其中尺是曲率， 7n 是只依赖于维数的正规化 

7n ! 

系数（见本节 2). 对于球面沪 ' 这个表达式等于 l -.^ f Q Kckr = l . 引理证毕 .口 

推论2 F 中任何与球面沪- 1 (例如， R 2 时圆周 V )横截的向童场在这个球 
面的内部至少有一个奇点. 

由定理 14.6 并注意到任何非奇点的指标等于零就可证明这个推论. 

注在描述向童场€化）的积分曲线性状的定性图形时，该向童场的奇点及横截 
曲面的有关信息非常重要，在平面场时尤其如此.例如，在甲面 R 2 中考察一个向 
童场6它指向一条横截闭曲线 Q 的内部，且在 Q 所界定的区域中 C 恰有一个奇 
点它是一个源点（图 41). 在这些条件下，向置场 f 的从 Q 上点出发的积分曲 
线7 = 不可能到达； Co , 因为点; td 是源点.考察这条积分曲线的极限集 

w + (7), 它由所有的点列 <7(沾7糾，〜}在妒中的极限点组成，这里6 <h +1 ，当 
i — oo 时~ — +oo. 集 ai + (7) 是紧闭集且不包含€的奇点.在这个情形，成立 



图41 

定理 14.7 (庞加莱-本迪克松).集^( 7 )是向童场 S 的周期积分曲线（“极 
限环”)，曲线7从外部在其上卷绕. 

定理的证明分三步进行. 

引理 14.5. 对集^+( 7 )中每一个点 A , W +( t ) 包含了过点4的整个积分曲线 
7 - 

证明如果 4 则积分曲线 7 的所有其他点由 A = Uni? ⑷+ 

i ― voo 

t ) } ~0 O <C t < +0 O 给 > 出 * 


ii 4. 映射度的若干应用 


* 97 - 


引理 14.6. 如果集 u; + (7) 紧且不包含4的奇点，而积分曲线〒本身非周期曲 
线，则存在 f 的闭横截曲线穿过 r 

证明设 7{ ti) w 是旧 中邻近的两点,但它们相应的 t 值较远;^ -t 2 [» 

L 由引理的条件可知总存在这样的用短的横截线段/连接这两个点列和 
7fe). 考$闭曲线 SdUpVA 山 )] . 显然（见定理 10-3) 曲线 S 可用闭横截曲线 S 
逼近，而互与7相交（图 42). 引理证毕. □ 



引理 14.7. 在定理的条件下，如果〒是集0( 7 )中$的积分曲线,则不存在与 
$横截的闭曲线穿过 T 

证明反之，设对于〒存在闭横截曲线豆因为〒与5相交（比方说，相交于点 
x) 且7完全由 ^+(7) 中的极限点组成，所以向童（㈤必须指向曲线云的内部，从 
而向量场 < 在云的所有点上同样指向内部.于是，路径7和7 —旦进入5的内部之 
后就不可能再离开那里 . 但是这表明^的在§外部的那部分不可能属于集^+( 7 ). 
这与引理 14.5 矛盾. □ 

定理可由后面的两个引理 得证： （由引理 14,6) 7是周期曲线，而 7(0 从7的外 
侧趋向它. 

例 14.3. 考察二阶方程 x + ax ^bx = f { x ),~ f ( x ) =-- f (- x),a > 0,6 > 0. 
设函数 AW 是单调函数 7 形如图 43 中所示.在相平而 { x , x ^ y ) 我们有向 

童场 


以 Ay) = ( H ) = (y，-<^v - bx - f ( y )). 


半径充分大的（中心为坐标原点的）圆周#与向童 
场专 横截且€指向这个圆周的内部,在平面 Or,y) 的 卓 



且有本征值: 
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其中 P =广(0) - ①由此导出如果 Re Ai > 0,即广⑼ > 〜则奇点 (0,0) 是源点.于 
是，应用庞加莱-本迪克松定理可知这个方程（即向量场幻有一个极限环. 

§15. 相交 指数及 其应用 
1. 相交指数的定义 

考察 n 维流形 TV (例如和它的两个维数分别为 P 和 g 的闭子流形 P 和 Q . 
回想一下（见 §10.3), 子流形 P 和 Q 称为横截相交（或者如我们的另一种说法， 
处于一般位置)，如果在任意点 a : e P n 和0的切空间线性张成 JV 的切空间. 

处于一般位置的基本性质是交 PHQ 是流形的一个 ( p ^ q - n ) 维光滑子流 
形- 

P + g = n 的情形是我们特别感兴趣的.此时， 交 PnQ 由有限个点…，: r m 
组成.如果 N ， P ， Q 是定向的，则每个点~按下列法则附加一个符号.设是 P 
在点％的定向切标架，是 Q 在点％ 的定向切标架.如果标架 （ T & T &) (由横 
截性定义，它们是非退化的） 符合 N 在点巧的定向，则对点％附加符号+1,在相 
反的情形则附加符号-1，这个符号用 sgii ^( PoQ ) 表示. 

定义 15.1. 整数 

m 

PoQ J^sgn Xj(PoQ) 

j=i 

称为流形巧 Q 的相交指数.在不可定向的情形， P 。 Q 定义为交点数 m 的模2 
余数. - 

引理15丄成立等式 PoQ = ( - 1) 河 QoP 

证明如果 〆 和 r <? 是标架且 ( r p , W ) 是非退化的 n 维标架，则从 ( r «, r ^) 
到 ( r ^ r <?) 的特换行列式的符号恰是（-1，.于是引理由交点的符号定义推出 .口 

定理 15.1. 如果子流形 Q u Q 2 C N 是同伦的，即它们是 Q — N 的两个同伦 
的嵌入像，则它们与任意的 P 的相交指数 相等： 


Q\q P = Qq op. 

证明设同伦 F : QxI^N 使得 F ( QxO ) 是，而 F(Qx 1) 是.由定理 10.3 
及 Qu Q2 与 P 横截相交，可以假定 F 在 P 上是一个 f 正则 
的光滑映射.完全原像 ^ J ( P ) 是柱 Q x J 的一个光滑的1维 
子流形，边界为 dF ~ l ( P ) - [ Q l n p ] u [ Q 2 n p ], 此外 ， Qi nP 
位于柱的下底 Q x 0 中，而 Q 2 nP 则位于顶盖 Q x i 中，且 
F ~ HP ) 横截地接近柱 Q x / 的边界.这张关于 g x J 的图（图 
44) 与在§13中证明映射度关于同伦不变时使用的图（见定理 
13.1 和图 30) 完全类同.定理由此得证， □ 
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推论1 欧几里 得空间中任何两个闭子流形 P 和 Q 的相交指数总等于零. 

证明作 Q 沿向量 a eBT 的平移使得 = Q + a 与尸不相交（这可以做到， 
因为 P 和 Q 是紧的).于是。尸 = 0 T 从而由定理15.1， = □ 

推论2 ST 中的任意一个0 - 1) 维连通闭子流形 M 总将分隔成两个不 
相交部分（从而是可定向的). 

证明反之，假定 M 不能将 IT 分隔成两个不相交部分，在^ S M 的近旁取 
中两个点 yi 和 y 2 分居于 IT 中 M 的两侧（局部上这是有意义的).用 R« 中与 
M 不相交的路径 7 连接仍和办再借助 一条与 M 只交于一点的 M 的法向短线 
段将路径7封闭成中的一条闭路 C 相交指数 CoM 等于±1 (因为它们恰有 
一个一般位置的交点).这与推论1矛盾，推论得证. □ 

注 1 在上面的推论 2 中，我们对流形沉应用了定理 15_1 而并没有假定它们 

的可定向性.如果 M 是不可定向流形，则定理 15.1, 此时对模 2 余数成立（见定义 
15.1). 

注2如果在推论2中用财 — ，是一个浸入，即容许自交替代 M 是子流形 
的条件,则推论 2 不再成立.例如存在 1ELP 2 到 R 3 的自交的浸入（见問). 


2,向量场的全指数 

设？为在 p 维闭光滑流形尸上给定的向量场， N 为 P 的切丛，维数为 n = 2p. 
流形 iV 的点形如 ( x ^), 这里$是尸中的点，7?是点I处的切向量（见 §7). 向量场 
( 可如下定义一个嵌入 h : P 一 = ㈨).我们用 P (0 表示这个嵌入的 

像.如通常那样，将对应于零向量场的流形 P(U) 等同于 

定义151如果流形尸 (0 和 P = P (0) 在 iV 中处于一般位置，则向量场 < 称 
为一个 一救位 里向童 '场- 


由于 * 正则性， 一 个一般位置向量场至多只具有孤立的竒点= 0. 如果流 
形 P 在点处由标架定向，则 iV 在所有的点 ( x tV ) 处也由标架 ( T p , T p ) 定向 . 
引理15,2,—般位置向量场的所有奇点都是非通化的+ 奇点％ 作为交 P(0)n 


尸⑹的点在其相交指数 P ( G)o P ( C ) 中的符号与竒点指标 sgn det 
同- 



相 


证明交尸⑼ np (0 的典范点形如 (^,0), 这里巧是向童场€的奇点+尸= 
PW 在该点的切空间由所有的向量 (几0) 组成 t 而 P (^) 的切空间由所有的向量 

[ V '為斤) 组成 （在 点％的近旁的局部坐标系为 （<)，a，P = l，〜，n ). 在两种 
情形中，V 是尸中的向量. 设 J = f 客 V 如果 r p 是 P 在点巧的定向 
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标架，则标架 Tl p = X 0和 rf = T P 乂 Jt p 分别是 P ⑼和 P ⑹在交点 ( x j , 0) 的 
定向.由相交指数符号的定义，应该将它们复合成 iV 的标架 ( rf , rf ) 并计算它关于 
N 的定向标架的转换矩阵的行列式的符号 . 7 V 的定向标架是= «，心 而标 

架 （ n P ， r 2 p ) 与的差别在第二组向量，因而转换矩阵是 J = 于是> 相交 

指数的符号就是 det J 的符号.引理证毕. 口 

定理 15.2. 在任意的定向闭流形 P 上，任意一般位置向量场$的奇点指标之 
和等于切丛 7 V 中的相交指数 P (0) 。 P (<) 且与向量场 < 无关. 

证明由引理15,2立即导出相交指数 P ⑼。 P (0 与向童场 （ 的奇点指标之 
和相等.两个向董场 d ： r ) 和总是同 伦的， 因为任何向童场可以通过同 
伦 = mx ).0 < t < 1 与零向童场相连接.因此，由《和 r ? 决定的嵌入 
P — P (0 C iV 和 P — P { V ) c N 是同伦的.由定理 15,1 导出相交指数 P ⑼。 P ⑹ 
与 P (0) 。 P ( V ) 相等.定理得证， □ 

推论3如果 p 是奇数，则 p 维定向闭流形 P 上的一般位置向量场的奇点指标 
之和等于零. 

证明设 | 是流形 P 上的一个一般位置向童场.根据引理15.2,我们有 F (0 )o 
P ⑹二 (一卟>(0。尸⑼二 ~ P (0 0 P (0). 另一方面，因为零向量场与 < 是同 伦的， 
由定理 15.1 成立 P (0 )o P (0- P ⑻。 P (0). 于是， 

P(0) 。 P(0 = -P(0) o P(0 = 0. 


推论得证. 口 

推论 4 如果 p 是奇数，则对于 p 维定向闭流形 P 上的具非退化奇点~的任 
意光滑函数/,表达式 E (- l )^ j ) 与函数/无关且等于零，这里的 i ( xj ) 是奇点 

^的指标，即二次型 Jf \ x = X 4 中负的平方项的个数. 

推论4立即可由定理 15.2 (及前面的推论）导出，因为数 (-1)^) 等于向量场 
《 = grad /的奇点指标（见 §14). 

数称为流形尸的 欧拉示性数. 我们也可通过所谓的流形户的三角 

剖分来欧拉示性数.我们在这里只考察 p = 2的情形.假设定向闭曲面 P 被划 
分成一些（曲边的）三角形，它们满足下列 条件: a ) 曲面 P 的每一个点至少属于一个 
三 角形； b ) 两个三角形相交时只能相交于一个顶点或整个一条边. 

定义 15.3, 数 a <> - Qfi + 称为曲面 P 的 欧拉示性數， 其中是顶点数 T & 

是边 数面勿 是三角形的个数. 

这个定义与前面叙述的定义的等价性由下面的定理导出. 

定理 15.3 (霍茜 夫)- 由三角剖分定义的曲面 P 的欧拉示性数等于这个曲面上 
的一般位置向量场的奇点指标之和. 
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证明由于定理15.2,我们只要构造曲面 P 上一个使定理成立的光滑向童场 
C (^) 就足够了.我们如下构造这种向垦场 T 在每一个三角形的中心（内点）布置一个 
源点型奇点.在每一个顶点处布置一个汇点型奇点+在每条边的中心布置一个鞍点 
型奇点.容易构造出具有这些奇点的一个向童场（图 45; 图上标出了所要找的向童 
场的一些积分曲线，这个向董场可以在每个三角形中独立地构造).对于 P = 2,源点 
型和汇点型奇点指标为+1,而鞍点型奇点指标为 -1. 构造的这个向量场证明了本 
定理. □ 

具沒 个柄的曲面的欧拉示性数等于2 - (试证之如果9 则得出球面 
的欧拉示性数等于 2. 



3. 不动点的代数个数.布劳威尔定理 

设给定了一个从 n 维定向流形 M 到自身的光滑映射厂 M — M . 我们将研究 
映射/的不动点，即方程 f ( x )= x 的解.设巧是一个不动点，这个点近旁的局部坐 
标为 ( xj ), 而映射/可表达为4 …= 1, -■ , n . 

定义 15.4. 不动点&称为非退化的，如果矩阵 

(^-(S)L^) =a_rf/)u ^ 

是非退化的，符号 sgu det ( l - 4 f )\ x =, j 称为不 动点％ 的符号. 如果/的所有不 
动点都是非退化的，则和 ！>gn det ( l -#) U ^ = L ( f ) 称为 f 的 不动点的代教 

个教（莱 夫谢茨 数). 7 

考察直积 MxM 并选出它的两个子 流形： 

1) 对角线么由形如 ( x . x ) 的点 组成； 

2) 映射/的图3(/)，由点 ( xj ( x )) 组成， 

对角线 Z 与图 A ( f ) 本身都是直积 MxM 的光滑子流形且微分同胚于 M . 
定理 15.4. 相交指数 d ⑺。 Zi 等于映射/的不动点的代数个数. 

证明交的 点对应于满足 f ( xj ) = Xj 的点 G A /. 设 t … 
是流形 M 在点％的定向标架.于是 （ r ， r ) 是 MxM 在对角线 d 的点0^巧 )的定 
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向标架，由 ,( v ni v n ) 组成， A ( f ) 的定向标架则是 TX 办 ( r ), 这里电是映射 
f 在点: Tj 处的橄分.从 M x M 的定向标架 ( r T r ) (由向董卜 1 , 0 )，… ， 0), (0, vi ), 
…组成）到复合标架 （t x dfirlrxr ) 的转换矩阵形如 

( U 1 。）， 

\dflj 

它的行列式等于 det(l - df ), 定理 证毕. 口 

推论5如果映射 f : M ^ M 同伦于零（即同伦于 M 到一个点的映射)，则 
L ( f ) = ±1且映射/至少有一个不动点+ 

证明 f 的同伦诱导了嵌入 M — A { f ) cMxM 和 M — J ^ x ; c 0 cMxM 
(^ r 0 g M ) 之间的一个同伦.由定理 15.1, A { f ) oA = M 0 oA , 这里二 M x 邱■但 
是因为交 M 0 r \ A 恰由一个点 { x Qy x 0 ) 组成，相交指数叫/) o 4等于推论证 
毕， □ 

推论6 (布劳威尔定理）闭圆盘（或闭球）到自身的每一个连续映射 f ： D n ^ 
必有不动点. 

证明我们将圆盘表示为 R — 1 中球面的下半球面.考察折叠映射 f ： S n ^ 
保持下半球面上的点不动并将上半球面的点投射到下半球面.再考察复合映 

射 

S n ^ D n ( - gn 

这个复合映射是的映射且同伦于零（因为像位于 D n 中，而^可收缩为 
一 点).由定理10,1和定理 12-1, 这个复合映射/。0 : S n 可用同伦的光滑映 
射逼近，由上述推论后者有不动点.于是 /。分 也有不动点且这个点位于中，因 
而也是/的不动点.推论得犯 □ 

例 15.1. 单位 圆周卜 | = 1到自身的映射/ : 2 # (或 f ㈠ 卿） 有度 

deg / = ^ (见例 13.2) 并恰有 n - 1个不动点 z n = |^| = 1- 这些点是1的 （n - 1) 
次根， = 由此，根据数 L ( f ) 的同伦不变性，我们得到对于任何映射度为 n 的 
映射 / :义 — S \ L ( f ) = -( n - l ). 

例 15.2. 在复坐标中形式为 z ^ f 的护—炉的映射恰有 n 个在 C 1 = R 2 
中的有限不动点和一个无穷远处的不动点.试验证：所有的 这些巧 动点是非退化的 
并具符号 +1. 由此推出 L ( f ) = n + 1. 

习腰 

15丄 证明： 对于映射度为 n 的映射/ : P 数 L { f ) 的绝对值当 m 为 

奇数时等于 n - 1,面当 m 为偶数时等于 n + 1. (特别，球面的对极映射 f ^ _(的 
度为它没有不动点0 

15.2. 计算 m 维环面 7™ 到自身的线性映射/的数 L (/)， 这里/由一个 m 
阶的整数矩阵给定 + (环面 T " 1 定义为 R m 关于一个整格的商空间，见 S 5.2.) 


4. 环绕系数 


§15. 相交指数及其应用 
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现在考察 R 3 中一对光滑闭正则定向曲线 71 和72,它们彼此不相交.设曲线 7* 
由 7 j ( f ) = r ^(0,0 < i < 2tt 给定，这里 r 是 M 3 中点的径向童 ■ 

定义 15.5. 数（“髙斯积分”） 


{ 71 ^ 72 } = 




{[dri,dr 2 ],ri2) 


T 


12I 3 


⑴ 


称为两条曲线％和的环统系数,其中 ^12 = ^2 — ri . 


直观上，环绕系数表示其中一条闭曲线环绕另一条的圈的代数（即带符号的）个 
数-这可用下面的定理来说明. 

定理 15.5, a ) 环绕系数是一个整数且在曲线01和72的不使它们彼此相交的 
形变下保持不变. 

b ) 设圆盘的一个映射 F ' > R 3 在边界^二 OD 2 上重合于 71 : 6 h 

n ⑴，0 <^277,且在 72 上处于一般位置（即在72上是丨正则的).则相交指 
数巧炉；)0 72 等于环绕系数 {71,72}- 


证明闭曲线7#) = 6(0“ = 1，2,定义了妒中的一个2维定向闭曲面 7 i x 72 : 
^ ( ri (^ i ), r 2 ( t2 )}^ 设曲线 71 和％不相交于是，可定义曲面 m x 72 到球面 


沪的映射# 


冰 1， 亡 2) = 


厂 1( 亡 1) _ 

ri(ti) -r 2 (t 2 )\ ， 


这个映射的度恰由积分 （1) 给定（见 §14.2). 因而，这个积分是一个整数，当闭曲线 
和％作保持它们不相交的形变时，映射 P 作同伦的改变.因此，在这种形变中环 
绕系数 { 71 , 72 } 二 deg #是不变的 ■ 



31 46 

如果曲线71，72不环绕，即它们能被拉开至一个2维平面的不同的侧，则 degc ^ = 
{71,72} 等于零（记住在曲线和7 2 的形变过程中，它们必须彼此不相交^因此, 
借助于图46, a ), b ) 指出的同伦形变，计算环绕系数的问题可以化为在图46, c ) 中所 
示的最简单情形下进行计算.如果将其中一个圆周的半径趋向无穷大，这时的计算 
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就特别容易.于是，曲线71,72可以表示为 ^ (0, 0,6)， 一 OO < *1 < 00，「2(*2) = 
(cos t 2y ain f 2 ,0 )，U < f < 2 ti \ 这样的曲线的 环绕系 数等于 


1 f+oc 严 dti A dt2 1 广 oc dti 

{71 ’ 72}= 石又》乂 {I ^ 2 ( l +^) 3/2 



其中我们作了替换 tl = sh 

因此， 对于最简单的情形（图46, C ))， 环绕系数 {71,72} 等于1;对于不环绕的两 
条曲线，环绕系数等于零.由此容易导出本定理的结论. 口 



第四章流形的可定向性.基本群.覆叠 

空间（具离散纤维的纤维丛） 


§16. 可定向性和闭路的同伦 
1. 定向沿路径 的移动 

在前面（见 §1) 绘出的关于流形的定向最简单的定义是这样构 成的： 用一组坐 
标为的邻域％覆盖其中在所有的交 u,nu k 上的坐标变换具有正的雅可 
比行列式： 

det —4 1 > 0. 

与这个定义等价的另一个定义（见 §2) 是这样构成的：在流形的每一点 x G M 处指 
定切标架（非退化的 n 维标架 ， n = dim M ) 的一个定向类，此类中的标架彼此相差 
—个行列式为正的线性变换,此外 T 这个定向类必须随同流形 M 的点连续地变化. 

这些定义在钲明某些流形的可定向性中使用起来很方便，例如对于复流形以及 
IT 中由非奇异方程组 A ，九 ^ =0给定的曲面.我们现在的 H 的则是证明 

某些流形的不可定向性.为方便计，我们在流形 M 上引入黎曼度量％此外，总假 
定流形 M 是连通的. 

我们来定义定向沿路径移动的运算.设给定流形 M 上的一条分段光滑路径 7 = 
7(匀并在路径7上的每一点给定一个非退化的 n 维切标架 r n ( t ), 它们连续依赖于 
A 这里0 < t < 1. 在这些假定下 7 我们引入 

定义 16.1 •点七⑴处的标架 r ^( t )\ t =1 的定向类称为点 7(0) 处 的样架 r "(0) 
的 定向类沿路径 7 移动的 结果. 
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定向沿路径 7 的移动具有下列 性质： 

a ) 从任意一点 a : 可以沿着完全落在 a : 的一个邻域中的短路径将定向唯一地移 
动到流形中所有充分接近: c 的点. 

这个性质是显然的，因为点 I 的整个小邻域可包含于一个坐标邻域中（从而等 
同于 JET 中一个区域). 

b ) 对任意的分段光滑路径定向的移动总存在且不依赖于沿此路径的非退化标 
架场 r ^{ t ) 的选取. 

存在性是由于具黎曼度童的流形上总可以沿光滑的或分段光滑的曲线作标架的 
平行移动（见 § L 2 和卷1 §29.1). 可以如下证明移动不依赖于标架场的选 取：设 rf ( t ) 
和 r ^( t ) 是沿曲线 7 ⑷的两个标架场，在 f = 0时它们有相同的定向.在时刻 f 从 
咛到寸的转换矩阵给出一个函数矩阵 A ( t ), 对一切 ^det A ( t ) 一 0且当 t = 0时 
sgn detA = + l , 于是，由于标架咛⑴和 r ?( f ) 的定向类对 t 的连续依赖性，对一切 
f , sgn det A = +1， 

c ) 如果两条分段光滑路径和 72 (*) 连接相同的两个点且可以通过固定端 
点邱= 71(0) = 72(0)^! = 71(1) = 72⑴的分段光滑同伦彼此转移，则定向沿这两 
条路径的移动重合. 

为证明这个性质，我们考察同伦其中0 < t S 1,0 S s 专 l , F { f ,0) = 
7 l ( t ), F ( ta ) = 72(*}, 且对任意的 * = 常数路径 F ( t ^) 是分段光滑的.设 t ^) 是 
沿曲线 7 i (0 = F ( t , 0) 的一个标架场.沿参数为0 S S 1的曲线 F ( t , s ) 平行移动 
标架 r n ( t ). (用来作平行移动的 Mxi 上的度量对应的标童积形如- 
9. bCi h +\ v \ 2 , 其中€是财在点: r 的切向董，而是了 = [0，1]的切向董 .） 注意，在 
同伦中，点: r 0 =尸(0,4和 u =尸(1 j ) 是不动的_由于黎曼几何中平行移动时标架 
的连续性（见卷1 §29), 作为标架 r -( t ) 沿曲线 F ( t y s ) { t 为常数）平行移动的结果, 
我们得到沿曲线 ^( t ) = F ( t t l ) 的一个连续标架场. 

从这个性质推出 

定理连退流形 M 是可定向的当且仅当沿任意闭路（始点与终点为同一 

点的路径）的平行移动保持定向. 

证明 如果存在始点和终点为点吻的闭路 T 逆 转定向（即标架 r 经过沿路径 
7从 x Q 到 x 0 的移动成为另一个定向中的标架)，则不可能给流形定向.事实上，如 
果在每一点接定一个连续依赖于点的定向，则任意闭路都将保持标架的定向. 

下面证明其逆.设所有的从: r 0 到抑的闭路都保持定向，我 们在吻 给定一个初 
始定向（标架类).则任意点：^处的定向可由勒处的定向沿从耶到^的分段光滑 
路径7的移动而得.如果点吻和 n 由两条不动的路径 71 和72相连接，则它们给 
出定向从 x D 到 a 相同的移动，否则，从: r 0 到抑的闭路7^。 71 将逆转定 

向.（这里路径表示反方向前进的 72 ,而复合路径乂 1 。 71 是一条路径 q ( s ), ^ 
中 g ( s ) = 7i ( s),0 ^ s ^ l y q ( s ) = 72(2 - s),l < 5 ^ 2.) 定理得证- □ 


2. 不可定向流形的例子 


§1 T . 基本群 
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例 16-1. 默比乌斯带，坐标为^ ^ ^ ^ i ^ 1,并有等同 关系: 

(0， f ) 〜 （2 tt , — t ) (图47》显然，曲线 7 = {( a0 )| 0Sp42tt } 逆转定向■(试证之!） 

例 16.2. 射影平面 RF ". 在圆盘^中将边界妒= dD 2 的对径点等同起来, 
我们就在中实现了 RP 2 - 对于射影直线 UP 1 C MP 2 , 在图48中实现为通过坐 
标原点的直径，其邻域是一条默比乌斯带（试证之仏因此 RP 1 逆转定向，从而 MF 2 
是不可定向曲面. 

习题 16.1. 证明流形当 Z 7. 为偶数时是不可定向的，而当 n 是奇数时是可 
定向的. 

习题 16.2, 克莱 因瓶， 考察正方形 {(^ r ),0 ^£^ l ? 0 ^r ^1} 并规定等同关 
系 （《,0)〜（1_匕1)和 （0, r ) 〜 （1, t ) (图 49 上等同的两条边用一个箭头表 示). 试证 
明克莱因瓶是不可定向的. 



图47 R 3 中的默比乌斯带（单侧曲面） 图 4 S 图49 


§17. 基本群 

1. 基本群 的定义 

考察任意的道路连通流形 M (或更一般地,道路连通拓扑空间并在其中取 
定某 个点吻 G M . 连续（或分段光滑）路径 71 (认0 s f 在1，和 72 ⑴，1 f S 2,可以 
“相乘' 如果71的终点与^的起点重合. 

定义 17,1. 如下定义的路径力。71 ^ 办: 

g(t) = 71(4 o i y 

g ⑴ 1 < t 在2， 


称为路径 72 和1的乘积. 

定义17,2,路径 7 (0的逆路径7，)是指反向前进的路径 7( f ) 本身:7 _1 ⑷ 
7(1-0, 如果 1. 
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定义 17.3. 路径 71 ⑷和 72(0 称为等价的路径，如果它们只相差参数的一个 

单调置换 t = *( r ) : = 72 ( t )， 盖 >0, 

今后 } 我们将等价的路径组成的类称为一条定向珞径并选取最方便的参数表示 
(例如,取方便的运动参数). 

考察所有的以同一个点 x 0 eM 为始点及终点的定向闭路的集合.这个路径集 
用 Q { x Qy M ) 表示. 所有的从点邱到 n 的定向路径的集合用 Q { x 0 j x u M ) 表示. 
f 2( x Ql M ) 中的路径可以相乘.这个集中存在单位元 e ——对一切 e ⑷三的常 
路径. 

注意，如果用同伦路径替换两条路径，则这两条路径的乘积的同伦类是不变的. 
因此，可以定义定向路径同伦类的乘积. 

定理 17.1. f 2( x 0 t M ) 中的定向路径同伦类关于乘法运算构成群，其中逆元是 

逆路径的同伦类,而单位元则是单点路径的同伦类. 

这个群用 ^( M ^ o ) 表示, 称为点抑处的基本群.（我们总假定在路径的同伦中 
始点和终点永 S 是点； To .) 

证明我们证明路径 7 _1 。7同伦于单位元6 (图 50). 路径7- 1 o 7到单位元的 
同伦（形变）只要在路径 7 本身的“实体”上就可实现.在区间 [0,1] 上作这个形变 
就足够了.考察区间 (2 到区间 [0,1] 的映射 t 它将区间 [0,2] 在点 t = 1 处 
两边的部分昼合 起来： 

Q ( r ) = r T r ^1, 

q(r) = 2 - t, r > 1, 

映射可通过区间 [0,2 j 上的一个显然的同伦变成常映射 
q ( r ) = 0,并且在同伦过程中端点 r = 0和 t = 2始终被映射 
为点0 ( 点 T = 1不是端点).如果给定映射7(0,0 < * < 1,则 
路径 7 _ i 按定义应为7(咖))，在将 g ( r ) 同伦到？ ( r ) 时， 

我 们就得 到路径。7到单位元的同伦. 

再证明乘法的结合律.设给定三条路径 7 l ，72 H 我们 
定义它们的乘积 71 0 72 o 73为路径 q ( r) t O ^ r < 3,其中当 
7€1时9 = 71 ，当1<7(2时0 = 72 ，当1>2时4=7 3 .这个乘积除一个（单调 
的）参数替换外与 （7 i 。72〉。73和 7 i 0 (72 。 73) 重合.于是，同伦类的乘积满足结合 
律.定理得证. 口 

现在考察连续映射 f ■■ M — N ， 这显 f ( x 0 ) yo - M 中的每一条路径 7(0 映射 
为 N 中的路径/( 7 ⑴)，且乘积映射为乘积，同伦的路径仍映射为同伦的路径.如果 
给定映射 f = f 0 的一个同伦 F ( x t t ) - 使得 F ( x 0 , t ) = f ( x 0 ), 则同伦的闭路（始 
点和终点都是点吻）同样被映射为同伦的闭路（始点和终点都是点 y 0 ). 这样就证明 
了下面的定理. 



图50 



§17. 基本群 


定理 1T.2, 设空间（流形）的连续映射/ : M — 7V 使得则在/之 
下基本群经受一个同态 

U - 7ri(M ? x 0 } ^x(^y Vo), 

这个同态关于映射 / 的使得％的像为如的同伦是不变的，特别有,如果 M = N 
且映射/同伦于常映射 M — 邱，则同态是平凡同态（任何元均映射为单位 
元 1). 如果映射/同伦于恒等映射 1 M ， 则同态 A 是同构. 

2. 与基点的关系 


现在来阐明基本群 ^( M , x q ) 与点 x 0 的关系，我们来定义群沿着从 
To 到3^的路径7 “ 转移”到群 7Ti(M y Ti) 的运算. 

定理 17.3. 每一条从灿到&的路径 7 决定一个同构 7* : ^ 

这个同构仅依赖于路径7的同伦类（在同伦过程中端点始终为点 
: Tn 和 Zi, 即同伦只涉及 M) 中的路径).如果始点与终点重合: 

则路径7本身代表的一 个冗； 同构 f 在此情形是内自 同构： 

7 + ( ct ) = 7 — 

证明如果是一条闭路径，代表的一个元，则路径 r( 71 ) 定 
义为 7 _1 。71。7 ( 图叫，代表 ^ i ( M , x 0 ) 的一 个元. 乘积 7 i 。 72 此时对应于 
7*(7 i 0 72) = 7— 1 。 71 0 7 ◦ 7 一 1 。 72 。 7, 后者同伦于 7*(71) 。 7*(72). 于是.映射 
7,是一个同态 


7’ ： TTj(M, xo)- 

考察从 A 到抑的逆路径 7 -\我们可得同态 

( 7 _ 1 广： 7Ti(M,X 0 ) ^ 7Tl{M,Xi). 

两个复合同态7、(7 _1 广和(7" 1 )*°7*给出群 

和的恒等同构 * 因此，7*和(7" 1 )*是5逆的同构. 如果抑 =则由同 
态 7* 的定义显然有 7*(a) = 。0。7,0为 ?n(M ? .r Q ) 中任意元.定理得证. □ 

3. 圆周 的映射的自由同伦类 



太0 


图 51 


现在考察关于 圆周# 到道路连通流形 M (或拓扑空间）的映射的“自由”同伦 
类的分类问题.此时在圆周 S 1 上并未取定初始点. 

定理 17*4. ^ M 的映射同伦类的集合 [ S ^ , M ] 与群 (xo 是任意 

取定的点）的元的共轭类之间存在双方一一的对应. 



图 52 图53 

4. 同伦等价 

在许多场合， — tn 维的开流形（例如欧几里得空间中的一个区域）可以在 
M 中收缩成一个低维的子集（一般说来，不一定是子流形)，而这个子集的基本群 m 
或别的不变量的计算十分简单.为精确地叙述这种情形，我们将引入重要的同伦等 
价概念.设给定两个流形（拓扑空间） M 和 W 及两个连续映射（在流形的情形，光 
滑或分段光滑映射） 
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证明在圆周5 1 (0 ^ ^ < 2 tt ) 上取定初始点仰= 0. 我们先证明每一个映射 
1 S 1 — M 都同伦于一个使点仰映射为 M 中定点: to 的映射屮 — M . 设 7( v > o ) = 
^ 1 ,用路径 71 连接抑和 Ti . 考察从 J ：。 到; F 。 的路径 q ( r ),0 ^ r ^ 3,5 = : 

q = 7 i . 0 S r < 1， 

Q = 7y 1 彡 r 在 2 ， 

Q = if 1 ，2 < r ^ 3. 

作为圆周的映射，路径 Q 同伦于路径7且将点仰映射为 

于是，每一个5 1 - M 的映射同伦类对应于 ^ i ( M , xo ) 中的一个元，但是可能 
不是唯一的，考察 TTitM ^ o ) 中两个元別和阳，它们作为圆周屮 — M 的映射是 
同伦的，这里在同伦 2 tt 7 0 ^ 1 , 的过程中，初始点沿着― 
条从 X D 到： To 的闭路 p 移动： 

^(^,0) = ai y F{<p, 1) = a 2 , F(<p 0 yt) = p(l — t). 

直观上显然路径叫与 p -^ p 在群中代表了同一个元（图 52) .反 
之> 路径和(作为 S 1 一 M 的映射）一定是自由同伦的（图 53) ■在 
图53中显示了去掉两个点 a 和&的平面区域.路径 p 和％分别围着点 a 和仏路 
径= pa . p - 1 用虚线表示.直观上，当顺着路径 p 开始运动时（可用一个会收缩的 
橡皮圈来做显然这条路径可以越过点 a 形变为路径定理得证. □ 


/ I it t t 


x o 


^rf 


J 


f :M — N 、 
g : N — M- 
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复合映射 f 。 g : N — N 和 g 。 f : Af — M 分别将流形 7 V 和 M 映射到自身.设 
1 M : M — Af 和 ，• N — N 分别表示 M 和 iV 上的恒等映射. 

定义 1 T .4. 流形（空间） M 和 7 V 称为彼此 同伦等 价的，如果存在映射/和兑 
使得复合映射 和 go f 分别同伦于恒等映射 l ^ r 和 l M . 如杲 M 和 7 V 同 
伦等价，则记成 Af 〜 7 V . 

同伦等价的空间 M 和 7 V 的基本性 质是： 对于任意的流形（空间）义映射同伦 
类集 [ i ^ M ] 和 { K , N ] 存在自然的双方 一一 对应. 

在证明这个事实之前我们先作下面的评注.同伦等价性的概念可以稍微加以修 
改，引入定点，即，我们将假定在 M 和 7 V 中已分别取好定点邱和如，并要求映射 
f ， g 及连接 和 5 。/与 l ^ v 和的同伦都将定点映射为对应的定点.可以证 
明对充分好的空间，比如说流形，新的同伦等价性概念与前面的定义并无区别. 

上面所述的同伦等价空间的基本性质也修改为：如果具定点的空间 M 和 JV 是 
同伦等价的，则对任意具定点知的空间保持定点映射到定点的尺 — Af 和 
K 十 N 的映射同伦类集之间存在自然的双方 一一 对应， 

证明映射/和以自然的方式决定了同伦类集的映射 

入 ： [ K , M ] ^ ! K ，7 V ] 和 w : [ K f N ) ^ \ K y M ). 

显然， （/ 0没)+ 二。 /)* 二 1， (/ 。分)* 二 /* 。 9 *, (9 ° f )* = 9 ^ ° A - 由此导出八和 
是互逆的且 [ K , M ) ^ [凡所 

对已取定定点的情形，证明可同样给出. □ 

从同伦等价空间 Af 和 iV 的基本性质特别可得 M 和； V 的基本群彼此同构（将 
K 取为圆周 f 即可). 

5, 一 些例子 

例 1 A1 , 欧几里得空间 IT (以及]^中的任意可缩区域）同伦等价于一个点 

x 0 e E n ； E Ti — Xfy. 

证明嵌入 / :抑 — ，和常映射 g : — 邱满足 g 。/ = 且映射 

fog ： R ^^ U ^ 将整个『 映射、 并同伦于恒等映射事实上，同伦 F ( x t t ) 
可按下述公式给出： F ( x ,0) ^ Xq , F { x , 1) ^ x W F ( x , t ) tx + (1 - t ^ 1. 

这就对整个的情形证明了命题，对于任意的在自身上可收缩为点抑£ j 的集 
AcE - 可类似地证明（试证之 

单位球 P 及与它同胚的区域就是这种区域的例子.任何树4 (即图或没有闭 
路的一维复形）也是可缩的（图 54). 所有这些对象都同伦等价于一个点且有平凡的 
基本群 

4 

TV ^. Xo ) - l ,^( D n , x 0 ) - 1， 咫 （八吻）二 1， □ 
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图54树 j 4 〜 a ;。 



例 17.2. 考察 K 2 挖去若干个点 q ，…， a n 所成的区域_区域 — 

同伦等价于粘合在一个点上的 Jt 个岡周所成的“圆束”（见图55,此时 R'OnUW 
到圆束4的形变过程直观上是显然的).特别有，对一个点 a £ R 2 , 区域 U 2 \ a 同伦 
等价于圆周 W (给出同伦公式 !). 

对应的基本群之间的同构稍后再述. 

例 17.3. R 3 移去一点 a 所得的区域同伦等价于球面炉,舻移去 ft 个点…， 
a k 所得的区域同伦等价于个球面沪所成的球束（试 证之^ 区域 R ' R 1 同伦等 
价于岡周沪（试证之 [). 

例 1 T .4, 考察球面沪¥ R 3 U oo 和沪移去某个（不自交的）圆周所得的 
区域 LT : S ' SK 试证明如果圆周是不打结的（即，例如在平面 R 2 c R 3 c 5 3 
中由方程 P + f = 1给定 的)， 则区域 C / =炉同伦等价于圆周 S 1 ; 区域 V = 
t /\ (点 ） 2 R ^ S 1 同伦等价于囲周 P 和二维球面炉组成的束（图 56). 

利用所得的结果我们得到下列的基本群 

a } m ( R n ) = ^ i ( D n ) = = 1 (这里 4 是任意 

在自身中可缩为一点的集 合)； 

b ) ^(5 J ) t Z ， 这里 Z 是整数加群，即一个生成元 
的循环群.这可由§13,4中给出的浐 — P 的映射同 
伦分类 得出； 

c ) M ^ 2 W ) ^ ^(^ 1 ) ^( K 3 ^ 1 ); 

d ) 7 Ti ( R 2 \( aiU - Ua n )) ^ tti ⑻ V * - V S ^) (圆束， 图 56 束 S 1 vp 

当 n = 2 是 8 字形)； 

e ) TniS ^ S 1 ) -Z (见例 17*4). 

习覼 17.1. 7 r 1 ( K 3 \5 1 J = Z (如果囲周 S 1 C K 3 不打结 )* 

f ) 容易证明下面的 结论： 

^ 〜（， 〆 <))=1，当 n > 1. 

事实上，当 n > 1时考察分段光滑映射 f ： S 1 ^ S n . 因为 n > 1,正则值 



% 1 S . 覆黌映 射和覆叠同伦 


，113 - 


S 几 的原像必是空集+由萨德定理（见 §10.2), 映射/必有正则值，从而像 f ( S l ) 
落在彳如 } ^ IT 中；并可收缩到一点 ，如 是某个正则值.结论得证. 口 

注 秀似 的论证表明，对任何维数< n 的流形允，同伦类集 \ K , S n ] 是平凡的 
(只由一个元组成 

我们在后面将计算一系列具体的流形（和空间）的基本群：圆束或等价的平面 
舻中的区域，闭曲面，区域这里沪可以是打结的， 

6,基本群和可定向性 


从§16的结果导出，流形 M 上始点和终点均为'邱的每一个闭路同伦类（即 
^( M ^ 0 ) 的每一个元）或者保持或者逆转沿闭路运动的定向标架 T 即有符号 +1 或 
- 1,于是就产生一个到两个元组成的群化的同态 

。： 7 r “ M ，工 0) — {±1} 2^ Z 2 , 

0 -( 7 ) = sgn 7 - ^ 1 - 对可定向流形，同态是平凡的，对不可定向流形，则^是不平 
凡的，因为存在逆转定向的闭路，我们可得 

推论1不可定向流形的基本群必为非平凡群且存在到两个元的群的非零同态. 


对于默比乌斯带，^ ( M ) 2 &因为默比乌斯带可收缩为中心圆周 P (见图 47). 
对于射影平面 RP 2 则有 ^(RP 2 ) ^ 1. 后面（在 §1 义 2 中）将证明 ^( RP 2 ) - Z 2 . 
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1,覆璺映射的定义和基本性质 


覆 S 映射的概念产生于对多值函数的图像的研究，这种多值函数值的个数是不 
变的且它的分支无法分离. 

考察同维数流形之间一个正则映射它具有下面的性质： 

a ) 映射/的雅可比行列式在流形 M 的一切点 r 上都不等 于零： 

-傷)一。， 

这里 W 是点 T e M 近旁的坐标，扩是点 y = f { x ) G N 近旁的坐标， 

b ) 每一点 yeN 具有一个邻域巧 c iV , 它的完全原像 广 ' Uj ) 可表示为不相 
交区域的并： rHUj ) =仏 U U …，其中在每个区域上映射 f : V h — %是 
Vkj 与 U 3 之间的一个微分同胚-我们将假定流形 iV 总是可被有限多个或可数多个 
这种 邻域％ 覆盖且每个点 yeN (或者甚至； V 中每一个紧集）只属于有限多个这 
种邻域心对流形 M 的由 区域％ 组成的覆盖也要加上类似的假定+ 

定义 18,1. 满足性质 a ) 和 b ) 的映射 f . M ^ N 称为一个後叠映射（简称復 
叠).事 实上，对于覆叠的定义，性质 b ) 就足够了.流形 7 V 称为覆叠的底流形. 
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M 称为後叠空间.任意点 yeN 的完全原像 F = !~ l { y ) 称为覆叠的纤维 
在完全原像中区域的个数（或者纤维中点的个数）称为叶数.如果 
这个数是有限数，等于 m ， 则覆叠称为 m 叶的覆叠. 

设流形#是连 通的； 覆叠称为不 可约的 T 如果流形 M 也是连通的.覆叠称为平 
凡的， 如果流形 M 是直积这里纤维是离散的（有限或可数多个孤立点 
组成的集). 

成立 

引理 18.1. 覆叠的叶数与点 y 云 N 的选取无关，如果 iV 是连通的， 

证明用分段光滑不自交的路径7⑷，0 (t U 连接两点如和奶.将区间 

[0,1] 分割成瓦个长度为$的小区间‘其中在区间4中 ， = 

(V ■. J - 1,选取 K 足够大使得每一段路径 7 (^)完全落在一个覆叠的定义中所述 
的区域％中 + 由覆叠的定义 , 完全原像是线段的 集合， 

/ _1 (7(4)) 。 S jk>1 U Sj ks2 U ■ ■ ■ t 

其中线段完全落在区域中且在映射/之下同胚地投射为路径段 7(^)- 
于是，在4的范围内，路径 7 的每一个点的完全原像随时间 t 连续地变化，且完全 
原像中点不会彼此合并.因此路径7(知）中所有点的原像中点的个数是相同的.当 
到达区间知的端点时,再一次对区间知 +1 在区域 U J ( k + l ) 中重复这一论证，并连续 
次）重复到区间10, 1] 的端点.这样我们就证明了 如与奶 有同样多个原像点.引 

理得证. 口 

由引理 18.1 的证明也可推得 

引理 18.2. 分段光滑不自交的（具不同的端点如和&的）路径7的完全原像 
微分同庇于7与纤维 F 的直积，即个数与纤维中的点数同样多的7的不相交 
并： 广1( 7 )兰 7 x E 这些 7 中的每一个在映射/之下微分同胚地投射为底流形 
N 中的路径 7 . 

证明如果将 （t = 0)7(0) = yo 处纤维中的点按指标 H …，来编号，则我们 
在集卩= /- i ( 7 ) 中引入坐标 ( t t n ),0 1,2, -- ? 使得当 * = 0时纤维 

F = /- i ( y 0 ) = /- i ( 7 (0)) 中的点根据编号具有坐标 (0, n ). 当沿 7 移动时，我们可如 
同引理 is . i 的证明中那样根据连续性将编号转换到纤维 f = r % ⑴）中的点，且 
如果的点编号为 n , 则给予它坐标 ( t , ny 引理得证， □ 

定义 18.2. 如果/( 〆 *)) 二 7(0, 则称抓中的路径 〆 *)覆叠中的路径 7(*). 

由引理 1&2 推得 

推论1对于 W 中任意一条分段光滑路径7(0,总存在 M 中的覆叠路径 此)， 
且 〆 *) 由它的一个点 G M 唯一决定，这里 = 7㈨ ). 
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只需将 7 W 分割成不自交的一些线段并对每一线段应用引理 1 S .2 就可以证明 
本推论. 

设 K 是任意流形（或拓扑空间)， q : K ^ N 是它到覆叠射影/ : M — 7 V 的底 
空间 iV 上的（分段光滑）映射， F -. KxI ^ N 是这个映射 g 的〔分段光滑）同伦，即 
F ( x , 0) ^ g ( x) : x € K . 则成立 

定理 18.1 (覆叠 同伦定理).如果映射 g 被映射 q : K M 覆叠，即如果/ o 

q = q, 则到底空间 iV 中的映射 g 的同伦 F : K x I ^ N 唯一地被一个同伦 

F:Kx J — M 覆叠，即/。戶二厂且戶仏⑴ =q{x),x G K, 

证明在到底空间 iV 中的映射^的同伦 F 下每 ™ 个点 W 岣沿路径= 
F { x , t ) 移动，当£ = 0时这个点 7.(0) = q { x ) 被点 q { x ) 覆鲁.现在，由引理 18.2 和推 
论1并注意到覆叠道路连续地（甚至光滑地）依赖于起点就可推出定理.定理得证. 

□ 

2. 最简单的例子.万有覆叠 

例 18.1. 设 M = R 1 (直线) 7 N = S 1 . 覆叠由/⑴=定义，其中*是直线 
M 1 上的坐标.在这里叶数为 oo . 

例队 2 •设 A / = AN = 6' 覆叠则由公式 f ( z )^ z n 定义，其中 ㈤ =1.这 
个覆叠有 | n | 叶*公式 W 也定义了区域 M = IR 2 \{0} 兰 C * 到自身的覆叠. 

例 1 S . 3 . 设 M = 5^, JV = UP 71 . 覆叠/ : W — ur n 由等间球面上的对径点 r 
和 ~~ x 定义.此时的叶数为 2. 

这种覆叠的特殊情形是在卷1 ( 见 §13.2) 中研究过的群同态 


SU(2) ^S 3 ^ KP 3 ^ 50(3). 

另一个2叶覆叠的例子是群同态 

5 3 A 5 3 ^ SU(2) x 5X7(2) — 50(4), 

其核为 （1,1) 和 (-1,-1) (见卷丄 §14.3)1 

例 1 S .4. 设 M = R ' 考察加群的由坐标为整数的向量组成的子群.这个 
子群用❿ 表示. 商群 R ^/ Z n 是环面(当 一 1时是圆周 )i 则映射/ ： ^ 7^ 

是覆叠（试证之!） 

例 18.5. 考察平面肢 2 和平面的运动群中由变换 

Ti(x,y) = + 1), T 2 (x,y) ^ (x - 
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第四車流形的可走肉性+基本群 ♦ ■叠空间（具离散纤维的纤维丛) 


生成的子群 G . 将彼此可以通过_ G 中的变换得到的所有点等同起来，我们就得 

cl 的对边按图57 J 


到克莱因瓶 K 2 , 因为群 G 将矩形 


2 


▲ 

2 


0 


"2 


b H 


jt 2 

a * 

a 

b 1 

r 


， 4) 


► 


中箭头所示的方式“粘合”在一起.射影/ :舻 — … 

是无穷多叶的覆叠.试证明群 G 的生成元满足关系式 
T-^iTaTi = 1 . G 中有一个由变换 T u Tl eG 生成的 
指数为2的子群 G ^ Z 2 . 子群 G 可决定例 18.4 中的 
环面 T 2 , 因为 T |( x , y ) = (x + l , y ). 商群 R 2 / G ' 就是环 
面 T 3 , 它是克莱因瓶的一个2叶覆叠，因为在平面 R 2 
的每一个群 G 的轨道上恰有群0 t Z 3 的2个轨道. 

例 1 & 6 . 我们用图示的方式指出8字形（两个圆的束）和圆周与球面所成的球 
束5 1 V 炉的稷叠（图58, a 和 b ， 在两种情形中，覆叠即向下投 影到这 两个图形夂由 
图明显可见 TV = 5 1 V 5 3 上的覆叠空间（在拓扑上）为一组球面 S 2 , 且它们与实直 
线在整数点处相连 （5^ 在图上画成一条嫌线)， 


图57 



图 58 图59 M 是由十宇形组成的没有闭 路的树 

(因而是可缩的)，每一个十字形的顶点恰有 

4 条边通过. 

例 1 S .7. 我们用图示的方式再指出8 字形屮 v 0的万有覆叠（图 59). 此时 
M 是由十字形组成的没有闭路的无限树（因此是可缩的).每个（十字形）顶点恰有 
4条边通过 . 树的中心（图的顶点）是点: r D eS ^ S 1 的原像：每条边或者映射为圆 
周 a 或者映射为圆周 6. 通过每个十字形顶点的4条边中有 2 条映射为〜另外2条 
映射为 b . 

为计算基本群起见，我们引入重要的- 
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定义 18.3. 覆叠 f : M ^ N 称为万有復叠，如果 77 J ( M ) - 1 (即空间 M 是单 

连通空间). 

在前面的例子中是万有覆叠 的有： 

a ) R 1 — S 1 (例 18.1)； 

b ) S n ^ P Tt , 当 n > 2 ( 例 18.3); 

c ) SU {2) x S 77(2) — 80(4); 

d ) R n ^ T 71 (M ISA ); 

c ) JR 2 — iT 2 (例 18.5); 

f) M^s ] ys 2 (M IS.6, 图沾， b)) ; 

g ) 树 M — V S 1 (例 18.7) 

前面的其余例子不是万有覆叠，因为覆叠空间不是单连通的. 

3. 分支覆叠，黎璺面 

我们继续考察一些覆叠的例子.但是首先证明两个定理，这些定理指出了如何 
从闭流形的一般映射得到覆叠的方法， 

(1) 首先假设 M 和 7 V 是同为 n 维的光滑闭流形；映射/是正则的（即映射/ 
的雅可比行列式在所有的点都不等于零).在这些条件下，成立 

定理 18,2. 映射/ : M — #是有限叶的覆叠. 

证明根据反函数定理,流形 M 的每一点 . r 有一个邻域％使得映射/限制在 
K 上是一个微分同胚.由流形 M 的紧性，由此可推出任意点 y € N 的原像 f - 1 ⑻由 
有限个点组成，因此在流形 iV 的点 y 处可取到邻域％使得对任意点 〜 G r l { U y ) 7 
映射/限制在它的邻域中是到化的一个微分同胚.于是，任意点£ 7 V 的某 
个邻域％的完全原像分解成一些不相交邻域的并， f - \ U y ) C U … U 且映 
射/在每个邻域上是微分同胚.定理得证. 口 

⑵设 M 和 TV 是维数同为 n 的光滑闭流形，但是，光滑映射/ : M — AT 不再 
是处处正则的：在某个集 ACM 上这个映射的雅可比行列式为零.一般来说，集4 
的维数等于 n -1. 然而，也有集4的维数小于 /I - 1的情形，这种类型的重要场合 
是 n 为偶数的情形，此时两个流形 M 和#是复流形，而映射是复解析 
的（全纯）映射，此时映射/的雅可比行列式等于零的条件由局部复坐标的一个复 
(解析的）方程给出+因此，奇点集4的维数不超过 n - 2且集4不会将 M 分离成 
两片. 

在这些条件下成立 

定理 18.3. 设两个 n 维的连通光滑闭流形之间的映射 f ' M — N 的雅可比 

行列式的萼点集4的维数不超过 n - 2 (因此，集/(^)不会分离流形令 

，二^\/(^),^ =： 则映射 f ' — N f 是一个有限叶覆叠，且 

M f 是连通的. 
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流形的可定向性.基本群< U 空间（具离散纤维的纤维丛) 


注原有的映射 f M — N 本身称为沿 f ( A ) 的分支後叠，而集 /( A ) 称为分 

支点臬. 

证明考察充分小的 e > 0并在 iV 中移去集 f ( A ) 的一个开 s 邻域 t 4, 在 M 中 
移去它的原像剩下的带边界流形 M e = 被映射到瓜二 N \ U e , 

这两个流形和凡是连通的紧流形.对映射/ : M e — 凡逐宇逐句地重复定理 
18.2 的证明 7 并令 £-*0 就得到定理 1&3 □ 

对奇点集4的维数的假定在证明中只用于推出 JV ' 和的连通性. 

由复平面 C 2 上的非奇异复解析的（代数） 方程： 

^(z 7 w) — w n -h ai(z)w n ~ l + … -h a n (z) = 0 T 


其中…，是 z 的多项式，给出的非奇异黎曼面是重要的一类例子.这个方程 
给出了 n 值函数 w ( z ) 的黎曼面 r (见 §4.2). 

射影/ : r — c 可延拓成为闭黎曼面？（包含 CP 2 中的无穷远点）到球面 
CP 1 ^ S 2 的射影.令 M = ? ■和# = 集 f ( A ) 是黎曼面？的分支点集，这个 
集是平面 C 中的一组点且可能含有点 oo . 我们用表示移去分支点^后的平面 

R 2 ^ C ^ S 2 \{ oo }. 完全原像 f - D 由黎曼面尸上满足= 0的点 

(^ w a3 ) = P QJ 组成■从 f 中移去所有的 a 对应的完全原像 卜{^) & 

剰下部分的流形记为 M '. 由定理18.3,我们有一个 n 叶的覆金 f : M f ^ N \ 

注我们知道，为决定黎曼面 r 上分支点的完全原像需要解方程组 


忪，十0， ^^0. 

例 18‘8. ^( z t w ) = w 2 - P n ( z ) - 0 (超椭圆曲面).如果 P n ( z a ) = 0的根 
非重根，则尸是非奇异超補圆黎曼面（见卷1§12.3).这里 M - 

r \( U / _1 (^))> 而 / : M ' — W 是2叶 覆叠. " 

^ 1 S .9. ^{ z . w ) = w k - P n ( z ) = 0. 这里一切都是类似的，我们得到区域 
C \( U ^) 上的一个 （ 叶覆叠 f 

例 18 , 10 . 考察一般的关于 I u ； 的 n 次多项式， 


企 (z ， w)^=w n 


i>l 


其中，对每个 i 关于 2 的多项式 a .( z ) 的次数不超过 i . 在一般情形中，多项式步恰 


有 n(n _ 1) 个分支点它们可由在 C 2 中解方程组步 


d 步 
dv ) 


0而得.（如果假 


定这个方程组非退化,则分支点的个数等于 n(n - 1).) 如果置 M = C 、( L > a ), 
A ( U / _ i ( h ))， 则我们得到一个打叶覆叠 f ■ M r — N f ■ a 
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例 18.11. 函数 ^( z , w ) 是复解析的（但非代数的曲面步= 0在 C 2 中是非 
奇异的. 一 般来说，在 z 平面中的分支点&组成一个可数集，我们要求这些分支 
点在 C 中彼此相距足够远.则区域 7 V ' = €\( U ^) 上的覆叠， —般来说，将是无限 

叶的+方程= 0给出最简单的例子 T 在1£个情形，也 = hu , 以= 0;在区域 
C \{0} = N f 上有 （对 数分支）覆叠 

f : M f — N f = C \{0}. 


试证明 AT 微分同胚于平面 C . 

4. 覆叠与离散变換群 


下面的重要的一类覆叠与所谓的流形的离散变换群有关， 

设 M 是光滑流形（或拓扑空间)， G 是一个群，微分同跖地作用在 M 上（对一 
股空间则是同胚地作用). 

定义18,4.群 G 称为是离散变换群，如果对流形（或空间） M 的任意点 L 群 
轨道 G ( y ) 本身是一个在 M 中离散地分布的点集，这意味着任意一点 y ^ M 
具有一个小邻域 K 使得対群 G 所有的 元&像 g { U ) 或者重合或者不相交.并 
且我们还进一步要求这个离散变换群自由地作用在 M 上：这意味着对任意点 
方程 g ( y ) ^ y 只有唯一解^ - 1' 此时 T 上面所指出的 y 的邻域/7和点 
9{ V ) 的邻域 9{^) 当 .9 浐1时不相交. 

对于流形:我们常常（并不总是这样）考察的是由某个黎曼度量(^ 6 )的运动群 
组成的离散变换群. 

定义 IS . 5 . 我们称覆叠 f ' M — N 由一个自由作用的 M — M 的离散变换群 
G 所决定,如果对任意的点 yeN , 纤维 F = 广 1 ⑼是群 G 的轨道.在这个情 
形，称 7 V 为 M 关于群 G 的商流形， 记为 JV 二 M / G . 这种覆叠称为具离散群 G 

的正则纤维丛或主纤维丛，在后面第6章中我们将研究具非离散群 C ? 的主(纤 
维） 丛. 

前面考察的例 1 S .1- 1 S .9 是一些由不同的离散变换群决定的覆叠,反之，一般来 
说，例18,10中的覆叠（一般的代数黎曼面）和例 18.11 中的覆叠（除最简单的对数 
分支覆叠外）不是由自由作用的离散群所决定的. 


§19. 覆叠与基本群.某些流形的基本群的计算 

1* 单值 

我们将引入重要的概念——覆叠的单值群（“离散和乐群 。和 “单值表示” ^.考 
察覆叠/ : M — 7 V 的底 7 V 中一点洲并任意地将纤维 F 二 厂 1 (如）的点用指标记为 
>1，〜 ■ ■ ■ }. 考察 N 上一条始终点均为如的闭路 7 ,它也代表一个元 7 e m{N 屬)‘ 
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第四章淹形的可定向性< 基本群.覆叠空间（具离散纤维的纤维丛) 


利用 §18.1 中的推论1，从纤维中某点 : rv € F 出发， 我们覆叠点如沿参数为 t 的闭 
路7的运动（可以假定7和 P 是用同一个参数 t 参数 化使得 /( 〆 £)) = 7(*)). 如果 
沿闭路7运动并又回到点如= 7(1)，则作为覆叠路径 / x ⑷的端点我们得到同一根 
纤维中的某个点 xw ) = Ml ). 于是，我们得到一个对应 7 ^ 0(7)， 其中以 7 )是纤维 
F 中点的某个 置换： 

CT (7) : Xj X^jy 

由定理 1 S *1 可得置换 （7(7) 仅依赖于同伦类7 G TfiW 如).显然有 a (7 _l ) = 
J (7) _ 1 W (7 i 72) = cr (7 i ) 。 J (72). 于是，。是基本群 7 ^ i { N , y Q ) 到纤维 F 中点的置 
换群的同态（即表示）（我们假定 F 中点可用整数作指标列出)，表示^称为覆叠的 
“单值表示”或“离散完整表示' 而它的像称“单值群”. 

我们将指出最简单的例子 18.1—18,4 中覆叠的单值群（表示). 

(例18丄）群同构于这个群的自然的生成元 
记为&圆周的点 ^0 = 0 的原像由直线上的整数点组成（71 = 0,士1，士2 > -).于 
是纤维 F = f -^ O ) 的点自然地可用整数指标列出.单值变换 a { a ) 表示为移动 

<7 (a) : n — + n + L 

(例 18.2.) f ： S ^ S \ z ^ z n ,\ z \ = 1_ 点 1 的原像由点 q = exp (^)， fc = 
0,1,…， n - 1组成，单值变換 rT(a) 是循环置换. 


.. ( 0 1 — * n — 1 \ 

+卜 1 ^ 2 一 0 J . 

(例 1 S .3.) f ' P 一 UP n . 点 y 0 e Ri ^ 有两个原像 a 和: c 2 . 变换 a { a ) 交换 
它们 ： A h ^ 2,^2 xi - 这里 a e T ^ Ri ^) 是 RF " 中的闭路类，由球面上连接两个 
对径点的路径投影而得，于是， J 将 tt ^ RP ") 映射到2阶循环群 心上. 事实上，我们 
很快会看到 - Z 2 . 

类似地， ^(50(4))-^, 生成元为％ 而 a { a ) 是覆叠空间 SU {2) x SU 、2) 中两 
个点的置换 . 这个基本群的准确计算将在后面完成. 

(例 18.4.) 群 TTifT ^) 同构于 Z ' 生成元为 a ir - , a n . 生成元~由映射/ : 
U n 作用在连接点 O 与点（0, ... ，1,…， 0) 的直线段％上而得，这里坐标 W 

等于1面其余的坐标等于零.路径~ = /(7 j ) 表示为单值变换 


^(aj) : (mi, - ■ ■ 心 ，… ,T7i n ) h-^ (mi,，，.，mj + 1 ， … ,m„). 

我们将相当简单的例子 18.5 和 1S.6 中的单值群留给读看去做，下面来描述例 
18/7和 18.10 中的单值群. 

(例 18.7.) 8字形 JV = # V义上的万有覆叠具有自由的单值群.设々= a G 
巧(以为 TnWvS 1 ) 的生成元.则这意味着所有的形如 
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的字当 L 整数％ # 0且& # 时总是单值群中的非平凡元：变换将 

所有的顶点和边移向右边的顶点和边，而7(幻）则将官们向上移动+借助于表示这个 
覆叠的图59容易验证这个自由群中不同的字将最初的顶点邱转换成这个树中不 
同的顶点. 

(例 18.10.) 关于 aw 的次数和为 n 的一般 
类型的多项式 ^( z , w ) 恰有- 1) 个非退化的 
分支点 z { jk ) J,k = 1,■■‘ ，n ，其中 从 C 中 

移去所有的点 训 并选取一个基点如 G W， 这里 
N f = C \(\ Jz ijk ) y 选取闭路 a ufe)5 它环绕分支点 

3'k 

Z [ jk ) 恰好一次（图 60). 可以发现，闭路的作 
用是恰好交换纤维 f 二 f - Hvo ) =-- m ur n 中两 
个点的位置.在适当的编号后、 c(a w ) 和 a ( a {kj) ) 

交换点 .T, 和点 w 的位置而保持其余的点不动，并且 <7( a { jh ) )<7( a {kj) ) - 1. 于是，可 
以证明单值群就是纤维 F 中点的整个置换群，由 n! 个元组成. a ( a {jk) ) 只交换纤维 
中的两点这个事实可由下面的事实 导出： 对一般类型的黎曼面，射影 r — C 在它的 
像是分支点的退化点处有低次的退化性+这个命题留给读者作习题. 

一般类型的黎曼面 r 的单值群重合于纤维中点的整个置换群这个结论很重要. 
我们辨荐读者自己去证明下面的命题：如果黎曼面 A 由多值代数函数 Ut = 给 

出，其中函数 w ( z ) 是只包含各种根式^的代数表迖式（可能包含它们与加法和 
乘法的复合运算)，则 A 的单值群是可解的.回想一下，任何可解群包含一个交换正 
规子群 G 且关于 G 的商群也是可解的. 

由5个及5个以上的元组成的置换群不是可解的，它的唯一的正规子群是由偶 
置换组成的子群，它是非交换的.由此导出 

定理 19.1 (阿贝尔).对于一般的次数 > 5的多项式，不存在任何的包含根式 
的代数公式能通过多项式的系数表达出该多项式的根+ 

2. 利用覆 叠计算 基本群 

考察覆叠 f 、 M — 為 、 m e N 和它的原像点厂 1 (如）= { x u x 2 , …单值表 
示 a 使群％ (乂如）作为置换群作用在纤维 F =厂 1 (如）上： 

fr(a) : ^ x a(j) {a G 如 ))+ 

群在射影 f : M — N 之下同态地映射到群 Tn^t/o) 之中. 

定理 19.2. 由射影 / 诱导的同态 ： -^Tri^yo) 是群 WM ，） 到 

^i(JV ? y 0 ) 中的一个嵌入（同态).群 ^(TV^o) 的子群 hn x { M , x 3 ) 由这样的元 
MN ， y Q ) 组成 a 对应的单值变换 a ( a ) 保持点％不动.对不同的点巧,&， 
子群人 ttJM , 巧） 和通过元 7 € iv i ( N , y 0 ) 互相共辑，这里7对应的 
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单值变换 cr(y) 满足性质: a ( 7 ) : % ㈠ 即 7 _ 1 /* 7Ti ( M , Xj)y = / # tti ( M , xjt ). 

证明如果 a e 7 ri ( M , Xj ) 且在群如〉中 /„( a ) = 1 , 则 a = 1 . 事实上，设 
始终点均为 A 的闭路 a ⑷使得它的射影 f(a(t)) = 7 (^) 在流形 Y 中可收缩成点 
如， 其中闭路 7 (*) 的端点在同伦过程中始终 为点如 （对一切 t ); 我们用 F = F(t,r) 
记此同伦.因为 = y{t) - F^O). 我们的情形满足关于覆叠同伦的定理的条 
件（定理 1 S ,1 ; 用 7 #分别替代的角色).由这个定理，我们就得到闭路在 M 
中的到点％的一个同伦.于是， 同态 /• 是群 7Ti ( M ，; Cj ) 到 7Ti ( 7V , yo) 中的嵌入（同 
态). 

根据定理 17.3, 如果选取始 点为以 =〒(0)和终点为：^ =刊 1 ) 的路径〒⑺ 
并令 a — y *( a ) - 则就实现了 的元到 ^{ M , x k ) 的元的转换 

{ ae 〜(从则 7 *( 0 ) ^ 7^(私3^)).在#中的射影 /( 今⑴）给出一条闭路作）= 
f(y(t)) t 它代表了群 7 Ti ( iV , yo ) 中的一个元 ，且 cr ( 7 ) : Xfe . 显然，应用射影 /* 后， 

这种转换就成为一个同构 /^7 Ti ( A /, a ： j ) — ^ /.7 Ti ( M , Xk ), 其法则为 

/*(«) ^ 7 _1 /*(«)7 ^ f ^ i ( M , x k ), 

其中 Ma ) e 因为这个结论对任意的满足 a (7) 将％ 映射为 A 的 

7 e ^( N . yo ) 都成立，定理得证. □ 


习醞 

19.1. 证明： 对任意流形 iV 的基本群 tt ^ N ) 的任意子群丑存在覆叠 
V 且 hMM ) = H - 特别有，每个连通流形存在万有覆叠. 

19.2, 证明：如果对于流形 JV 上的覆叠 — — 群 

和 /^ i ( M y ) 重合，则这两个覆疊等价（即存在同胚^ : M — ，便得尸。 f = /)■ 

注这两个习题中， “ JV 是流形” 这个条件可以大大地放松.例如，像我们已经 
看到的， 8 字形及一个圆周和一个 2 维球面所成的球束这样的空间都存在万有覆叠 
(见图 58 和图 59 ). 

定理 19,3. 如果覆叠 f ： M ^ N 由一个 M — M 的自由作用的离散变换群 r 
所决定，且流形（空间） M 是单连通的（即 7 n ( M ) = 1 )，则 

冗1("，如） t 厂 

证明我们选取点 抑 e 广 1 (如） 并建立纤维广\ 如） 中的点 （它 们形如 9 M 

gen 和群 M 况如）的元之间的双方-对应.为此，将点吻取为覆叠路径的 

起点，我们覆叠任意的路径 7l e 如).覆叠路径的终点位于点 a /邱，且 
<^( 7i ) :邱 h Xi * 设元 gi e T 使得 5 i (^ o ) = 我们建立对应 7 i — 9卜这个对应 
是双方一一的（如果 71 — 仍, 72 — h 则 7l _ 1 72 使得 cr (7 l _ 1 72) : x 0 ^ x 0 ； 因此，由 
M 的单连通性和定理19.2,路径 71 与 72 是同伦的).上面所建立的双方 一一 的对应 


§19. 覆叠与基本群.某些流形的基本群的计算 
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r ^ TTjiN ) 保持两个群中的乘法，因为 CT 是 TTiiN , y 0 ) 的同态且 ct ( 7i ) 在纤维上的 
作用完全重合于对应的元£/ e 厂在纤维上的 作用. 定理得证. □ 

我们将定理推广到覆叠空间不是单连通的情形 

定理 19.4. 如果覆叠厂 A / — iV 是正则的，即它由 M — M 的一个自由作用 
的离散变换群 r 所决定（“主纤维从”)，则纤维 p 的置换群 r 重合于 

作用在纤维 F 上的单值群 < r ( n 1 ( N , y ( i )). 此时 f ^ i { M y x 5 ) 是群 ^ i ( N , y Q ) 的正 
规子群，且单值群(“离散和乐群”)重合于商群 K 认 其中 巧是 
纤维 F 中的任意点. 

证明群 r 与单值群重合可以通过与定理 19.3 的证明完全相同的论证推出.还 
町建立群 r 的元，纤维 F 的点及群 a (7 n ( N ， yo )) 的元之间的对应关系.由此导出，像 

不依赖于点％ e 兄因而由定理19.2,它是 ^( N . yo ) 的一个正规子群, 
由单值的定义 s 纤维 P 作为集重合子在所给的情形， F^F 
且 P 是群 7 r L ( N , yo )//*7 fi ( M , xy ), 重合于单值群.定理得证+ □ 

习题 1 H 证明； 对于一般的（非正则的）覆叠，单值群同构于关于正规子群 
P - Hj 的商群〜(况如) / P . 

例 10.1. a ) 7 rj (^) - Z 作为] — R 1 的移动距离为整数的运动作用在緲 
上，因为#是由离散群 r 二 Z 的作用定义的覆叠 R 1 — #的底空间. 

b ) 当1时； 7 T ,( RP n )- z 2 i 因为存在後叠俨 — rp ' 群 nz 2+ r 的非零 
元是球面 W C DT + 1 上的 映射 ； r H -I (当 n > 1时 W 是单连通的 T 见例 18.3). 

C ) 7 n ( T -) - z -, 因为存在万有覆叠]^ — 了'群厂是按整数向量的平行移动 
(见例 18,4), 

d ) 有两个生成元和乃，它们满足关系式 

T ^^ T^Tx = L 

这是因为存在覆叠 M 2 — 而群 r 由运动 T ^ x . y ) = { x,y + l ) t T 2 ( x 7 y ) = (x + 
\，- V ) 生成（见例 1 S .5). 

e ) n ^ S ^ S ^) 是具两个生成元的自由群.可借助于在例 1&7 中描述的万有覆叠 

证实这个 结果. 类似地可以证明 fc 个圆周所成的圆束的基本群 nAS 1 V ■ ■ ■ V 0) 是具 

k 个生成元的自由群-结果，形如 U … U q ) (平面中移去知个点^…，以） 

的平面 K 域的基本群是自由群，因为这个区域可收缩成（即同伦等价于）圆束# V 

…V S'k 个 ), 

f ) MS 1 ^ S 2 ) ^ Z . 可借助于例 18.6 中描述的万有覆叠证明这个结果.空间 M 
由一条直线 R 1 及在它的整数点上依附着的球面组成.群 r 的作用是在直线上 
移动整数距离使球面—个个地替换.回想一下（见§17.5)，空间 S l WS 2 同伦等价 
于 E 域 C 7 = R ： i \ S \ 如果圆周在是不打结的(或者同伦等价子 V = R 3 \(Ri U ^ o ))- 
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3. 最简单的同调群 

定义 111. 流形（空间） M 的基本群关于它的换位子群的商群称为流形 M 的 
一维同调群.这个群记为 H ^ M )： 

Hi{M) = 


(这里 [ Trui ] 表示的由所有的 “换 位子” aba ~ i b ~ l t a,b ^ 生 

成的子群0群 H ^ M ) 中的群运算法则用加法表示，在同态^ — 札 之下: 

a h [ a ], ab ^ [ a ] + [ b ]. 

考察流形 iV 上的闭 1 -形式的积分.如果形式 w 是闭的，心= 0,则 w 沿始终 
点 均为如 的闭路7的积分对所有的同伦闭路都是同一个值-(为证明这个结论只需 
对闭形式和 iV 中由路径71 U 72' 1 围成的区域应用一般斯托克斯公式（见 §8.2) 即 
可 .） 结果，闭形式 w 的积分产生群&上的一个线性函数： 



7 


积分的一些显然的性质表明 



由 此导出这种积分是群 H ^ N ) = Tr ^ Nmnu ^] 上实值或复值的线性函数，而熟知 
的通过“形变周线”的方法计算积分的过程实际上就是用在同调群中与它等价的周 
线替代周线 T 


设在群 H 认 N ) 中存在有限阶挠元（“同调类” ） [ 7 j e Hl ( N) y 即群 Hj ( N ) 中的 
存在整数 rrt (^ 0) 使得 mH = 0 的元 [ 7 ]. 则对于闭形式 w 积分 f 等于琴. 


事实上, 


T 



因此，^ w = 0- 

结果，这个闭形式的积分可以定义为群 H ^ N ) 上的线性函数， 戌 ( N ) 为 ff . iN ) 
关于它的挠子群的商群（这个积分对所有的有限阶元都等于零).群 H ^ N ) 称为化 
約同调群. 

下面列出前面考察过的一些例子的同调群_ 



§19. 瞿鲁与基本群.某些流形的基本群的计算 
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例 19.2* a ) 对平面区域 iV = M 2 \(^! U ■ ■ ■ U “）：群是自由群，而群 
H 偶 没有挠元且同构于自由阿贝尔群（格） 

b ) 对:群 TTt ( RP n ) 同构于而，群 i ? i { RP n ) 也是而群 &( RP n ) 是平 
凡群， 

c ) 对克莱因瓶 A 2 :群同构于具两个生成元 7\， T 2 的抽象群，其中 T u T 2 
满足关系在群 H ^ K 2 ) 中这个关系的形式为 

2 [ril = 0. 


因此，在 瓦 (九 2 )中，元 m 〜0, 结果， ^( K 2 ) 而瓦(於）同构于 

于是， 闭形式的积分给出了化约同调群 H ^ N ) 上的一个实值或复值的线性函 
数， 

有时候 T 其他值的线性函数是有用的 7 例如所谓的“特征' 它的值为按1取模的 
实数，即取值于 S 1 . 此时群 Ht ( N ) 已不够用，必须考虑整个同调群 HdN ). -个例 
了是定向同态 


<7 : ^( N ) —* (±1) ~ Z 2 

(见 §17.6), 这里对每个路径类 7 e ^(AO, 像 47) 或者等于+1或者等于 -1 T 取决 
于当沿7移动时保持定向还是颠倒定向.对于 RP 2 和欠 2 这个同态是非平凡的，对 
所有的不可定向流形也是如此（见§17末尾). 

a) 对于 MP 2 , 我们有 TTi 2芯2, tr(7) = -1，当7 # 1. 

b) 对于尺 2 ,群 ^{ K 2 ) 由元乃 和乃 生成，且在 Hx { K 2 ) 2[7\] ; CK 定向同 
态是这 样的： 


(7( Ti ) = +1， cr ( T 2 ) = -1, 

—个打结圆周在 R 3 中的补集的基本群的计算将在后面给出（见 §26). 

习應 

19.4. 可定向闭曲面 M 3 2 ( 带 s 个柄的球面）可以通过将知边形的对边成对地 
等同得到（见图61,此时 s = 2). 证明群 ^(M^ 2 ) 由生成元 &A， … ， a g ， b ff 及关系 

3 

Yl ^ bia -' b - 1 - 1 

tsszl 

给出. 

19.5. 不可定向曲面 iVg 可以如图62 (对^ 2的情形）所示粘合而成.证明 

^i (^) 由生成元和关系…< =1给出， 

19.6. 计算曲面 Mg 的单位切丛的基本群（见 §7.1). 
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图 61 


S 62 


§20. 罗巴切夫斯基平面的离散运动群 


在前面（卷1， §20) 我们描述了欧几里得平面的离散运动群和三维欧几里得空 
间中的离散旋转群.我们指出了这些群与平面及空间上的晶格之间的密切联系.对 
于具标准度量的罗巴切夫斯基平面（见卷1 §10.1} 的离散运动群可以进行类似的分 
类+本节中我们将描述这种分类，但由于其论证比欧几里得平面的情形远为复杂，我 
们省略了证明.三维罗巴切夫斯基空间的离散运动群的描述是一个更为复杂的问题, 
我们在这里不去涉及它. 

我们对罗巴切夫斯基平面的离散运动群的兴趣来自于这些群与二维闭流形及它 
们的基本群有着密切的关系.在欧几里得的情形，当我们描述二维曲面时注意到环面 
可以表示为平面（零曲率空间）关于离散运动群 Z ( a ) © Z ( b ) 的商空间，其中生成元 
a 和6定义按向置 （1,0) 和 （0,1) 所作的平移（见 §4.1, §18.2). 因为这个群自由地作 
用在 R 2 上，它同构于环面的基本群： 7 n ( T 2 )- Z 0 Z . 另一方面，球面沪则不能表 
示为平面关于某个离散群的作用所成的商空间.这与球面是单连通流形且它的离斯 
曲率是正的这两个性质有关.还可发现，其余的定向闭曲面（即亏格大于1的曲面) 
可以表示为罗巴切夫斯基平面关于离散群的作用所成的商空间，这个离散群同构于 
该曲面的基本群.此时，所指出的离散群将作为标准的罗巴切夫斯基度童的等距群 
的于群作用在罗巴切夫斯基平面上，因面商空间（群的作用是自由的且无不动点）自 
动地具有诱导度童，其曲率为负常数，（注意，在环面的情形，基本群也是作为 
等距群的子群作用在欧几里得平面上 

我们从罗巴切夫斯基平面的离散运动群的几何分类着手，并将这个群与罗巴切 
夫斯基平面上的凸多边形联系起来. 


我们将使用的罗巴切夫斯基平面的两个基本模型如下：（复平面上的）上半平面， 


度置为出 2 = dx2 t 及单位圆，度量为⑻ 2 = 巧: + (上述的这些度童在卷 

(1 — 

1, §10.1 中已引入).回想一下， r 称为离散变换群（在我们的情形，罗巴切夫斯基平 
面的离散变换群)，如果对任意的一对点 : rj G L 2 (我们用表示罗巴切夫斯基平 


面）存在这些点的开邻域（例如，中心在: r 和沒的圆盘）使得只有有限个 r 中的元 




, 罗巴切夫斯基平面的离散运动群 
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将 I 的邻域变换成与 y 的邻域有非空交的集.我们总假定 r 中的所有变换都是罗 
巴切夫斯基平面的微分同胚.如果 G 是点: c 的迷向子群（即群 r 中所有保持点^ 
不动的变换全体所成的子群^则是 r 的有限子群.逆命题也是对的：如杲厂是 
罗巴切夫斯基平面的某个等距群，在它的作用下所有的轨道都是离散的且平面中任 
意一点的迷向子群是有限群，则 r 是离散群. 

定义 20-1 .设 r 是罗巴切夫斯基平面 h 的一个离散变换群，它是等距群的一 
个子群 . 的一个子集 D 称为群 r 的基本域，如果： 

(1) d 是 闭集； 

(2) 子集 d 的像 r ( D ) 重合于整个罗巴切夫斯基 平面； 

(3) 由集^ r , 组成的平面的覆盖使得平面的每一点都有一 
个充分小的仅与有限多个形如 7 ( d ) 的集相交的邻域. 

(4) 基本域 z ? 的内点集在 r 中的不同于单位元的任意变换的作用下的像与 

基本域的内点集不相交.这个性质也可表述如下： y(lut D - 0 t7 ^ F 

且7 — e ， 这里 Int Z ? 是域乃的内点集（内 部) ，即 Lit Z ? = D \ dD , 而是 Z ? 
的边界. 

容易 证明： 对任意一个离散群 r ， 可以取到一个具有限条边的凸多边形作为 r 
的基本域（试证之!) . 

我们的目标是给出罗巴切夫斯基平面的离散运动群、因为我们己经弄清楚罗巴 
切夫斯基平面的等距群同构: P 见(2 ; R )/ Z 2 , 结果，这个任务就等价于列出群 5 X (2, R ) 

中的离散子群，即实矩阵群中的离散子群，其中 ad - bd 我们回想一下, 
群 SL ( 2 , R ) 是如何作用在上的.如果^ 5 X (2,1 R )# 是罗巴切夫斯基 
平面的一 个点： 实现为上半平面，则因为 InigM = r 1111 二 ， 

cz a \cz + a| J 

所以 L 2 在这些变换下仍变为本身.立即可验证这种类型的变换都是的等距变 
换. 因此，群 SL ( 2 , R ) 同态地映射到的等距群中，这个映射的核是群 SL (2， R ) 的 

中心 {± 1 }^ Z 2 , 而像则是 i 2 的等距群的单位元的连通 分支； 结果，这个分支同构 

于商— SL (2, R )/ Z 2 . 

离散地作用在罗巴切夫斯基平面上的群自然地出现于一维复解析流形的分类问 
题中.任何连通的复解析流形 x 可表示为 x = x / r , 其中 x 是单连通解析流形 
(万有覆鲞)，而群 r 则作为它的复自同构离散地自由作用在流形； 上； 因此，由定 
理19,3, m r 同构于流形 x 的基本群 7 n ( x ). 流形 x 的所有这种类型的表示中的 
群 r 在戈的自同构群中是彼此共轭的. 

可以证明，除相差一个双全纯等 价外， 连通且单连通的一维解析流形只有3种， 
即： 1) 射影直线 CP 1 , 即一维复射影 空间； 2) 仿射直线 c 1 ， 即复变量2的 平面; 3) 复 
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平面上的单位 


!il 


周的内部 


于是，所提到的任务（一维复流形的分类）化为决定在上面列出的3种流形上离 
散地自由作用的自同构群.我们假定变换群 r 是复解析变换，即流形戈上复结构 
的自同构+ 


命醞 1) 流形 CP 1 的任何自同构总有不动点. 

2) 流形 c 1 的离散自由作用的使得流形 c 1 // 1 是紧流形的自同构群 r 由移 
动$ ^ ^组成，其中 a 取遍 c 1 上某个2维格中的向董 . 


3) 单位 


!il 


盘的所有自同构形如^ ^ 9 ^^其中叫二1,|«| < 1;特别, 

1 — az 


这个自同构群是庞加莱模型中的罗巴切夫斯基度童的（保持定向的）运动群. 


设叉= h 是罗巴切夫斯基平面, r 是的任意的离散运动群.再设乃是作为 
r 的基本域的凸多边形（基本多边形).考察形如 (7(^)} 的多边形，它们彼此 
不会重叠（见前面所述）且覆盖整个罗巴切夫斯基平面.罗巴切夫斯基平面的这种多 
边形分割中的元通常称为“棋格”.两个棋格称为是邻接的，如果它们的交是一维子 
集，即平面上的一条曲线.可以 假定： 如果乃 i 和认 是两个邻接的棋格，则 
是这两个多边形的公共边，为做到这一点，只要在基本多边形中添加若干个顶点，在 
这些顶点处的角等于 T; 借助它们可以做到使任何两个邻接棋格的交恰是它们的公 
共边（图 63). 对于棋格（基本多边形） D 的任意一条边 A 存在唯一的棋格 A 与 D 
邻接于 a; 此时可通过应用变换7 e r 由 D 得到棋格 D 1; 我们将这个变换用 7(a) 
表示+因为变换 7 (^) 将乃变为 A， 随之就存在某条边 a f 使得7⑷V = a ■由 

此我们有 7(^) = 特别有 a" = (W = a(m 64). 



t 

添加的顶点 
图63 



⑽厂 b D a y{a^D { 



图 64 


我们对每一条边 a 指定在所提到的映射下与它对应的边 < 这就产生了基本域 
D 的边所成的集中一个对合变换(即作用二次后成为恒等变换的变换).当然，可能出 
现〆= a 的情形，于是 （7 ⑷) 2 = e , 而结果 7⑷或者是基本域 D 关于边 a 的反射, 
或者是基本域 D 关于边 a 的中点的旋转，旋转角等于I由此推出下面的引理. 

弓 1 理 20.1. 棋格 71(D) 和％⑷）是邻接的当且仅当72 = 717(a). 

棋格的序列乃=，…， At 称为棋格链，如果模格和 R 是邻接的， 
i - 1，2，.-■，妃对棋格存在唯一的运动 7 i e r 使得 7i D =队 与之相联系就 
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有基本多边形的边到 A 的边上的诱导映射;结果，棋格 A 的边也可以用多边形 
Dq = D 的边衷小. ^ 

在棋 格链/ > = At (设 A = iAj ) 中，多边彤 A — l 和 A 是邻接 

的，因此由引理 20.1 有其中^是 D 的某 条边； 依次连续地应用这 
个公式，我们得到％ = 7( a 07( ft 2) + + 7( a fc )， 其中…离是 Z ? 的边的某个有 
限序列，因此，一个棋格链就对应了 D 的边的一个序列.因为对每一个棋格5都存 
在一个从 D 开始到5结束的棋格链 f 这就证明了 

定理 20,1. 群厂由元 7 ⑷生成，这里 a 取遍基本多边形的所有的边. 

现在我们给出这个群中关系的几何描述.设 7 (以）… y ( a k ) - e ； 考察对应 的链; 
于是它的最后一个元将是棋格 D 本身 一一 原来的基本多边形（图 S 5). 因此，在群 
r 中的这个关系对应于一个闭棋格链，它通常称为循环.形如 7 { a ) 7 (^) - e 的关系 
称为第1型基本关系.这些关系生成链 D 0 , D U D 0 ^ 

考察棋格的某个顶点及所有包含这个顶点的棋格;于是这些棋格的序列形成 
一 个循环（图洲).这种循环称为第2型基本循环 ， 对应于它们的关系称为第2型基 
本关系.可以证明这两种基本型关系已足以有效地决定整个群厂（我们不去证明它 




定理 20.2 .第1型和第2型基本关系组成一个决定离散群 r 的生成元 7 ( a ) 
的群论中关系集，即每一个关系都是它们的群论推论. 


我们完整地刻画了罗巴切夫斯基平面的任意的保持定向的离散运动群的结构 
(这样的群称为 富克斯群). 

现在考察逆 问题: 如何根据给定的基本多边形（基本域）重建离散群 r . 设在罗 
巴切夫斯基平面上给定一个具有限条边但无无穷远顶点的凸多边形 t 这意味着这个 
多边形可以是无羿的，“向外延伸至无穷”（例如见图 67). 因为绝对形（即边界圆周) 
的点不属于罗巴切夫斯基平面，所以当直线，如图67中直线那样 7 向外延伸至 
绝对形时，我们认为多边形不具有位于无穷远处的顶点.另一方面，如果两条直线向 
外延伸至无穷且击中绝对形上同一个点（图明)，则我们说多边形具有无穷远顶点. 

还可能在某个顶点处多边形的角等于 7 T 
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as 铪定这今多边形的边的一个对合置換 fl 一 Y KK 对 fr 纛一务边《 U(F 
皤一的运动 * Kd > «!绅 M-y = ^ ia}DCiP = 0 再 SF 列沔个条件成1: i > 
7 C « h(vp % 幻对 多边彤 P 中任意的一个 rjj 点4伴在这枰的边的序列…， • ，办 
flPW ^tfli h ( aa ) • t 旦多边形序 W 

/3,7(«|)/7,…， y ^\ 

彤成围 铙这个 JIA ,4的在的 A 义上的一个回 an 它们全体郡饵含 raife A 且 
这个镣的毎个亢勺它萌® —个元邻接；此外.它们不霣叠并一 e 禰&了项点 A 的 
K 个邻壎对子适 a « 飚畎莳的行在 .这# 条件无 a 是必*«，其交还是:充分的（我 
们也略去其证«>: 

定理 M . a . 4 n * tfiimai 的条件 1 |, 2 } H 则运动 >(«( 生成罗&切夫 》* 

平面的一个功群这个醉以区域 D 作力》本厲 

考磺一个 最觭啉 的例子 .， 

俐 20.1. a D £ -个名边形.一松不具有®点 （ Wta , 见 ffl GU ). 考_运动 
它们•康 = e , t ⑷ * a 这 神运动 一建存在: 
对给 sws « f . r . 总存在一个荠 hi . 它 2 ft f 和 r a 将取定的由丨决《約一个年平 
面 变拽为 4 W •决定的 t 半甲而-这个途动生成箝 few 的个离敝子群.如肇这个 
无1»点¥边形个存在与自与对虫的边， W 所得的这个*敵？群£«是自由群 K 一 
方35，知》疗在筝边与 fj 5| 对应 （ to 期⑽上所示★生辟的.个非芊凡关系. 

如史所有的 iflOT 朽自磔对应对任意边 ， i . n ( -.,, 則 P 扭&射生成 hlai a 关子 
边!》 的反 射丨 这个麝的 兀的阶 数为 2 

现奁耆窄 i ： 本多边肜 ts 書无穷 远 顶点的 惰肜 <其氽的顶点4有限的.即锷有限 
審个顶 /£), « D 是这样 的一个有限多边形 ，《 — «• e 它的边的一个对合 变接 : Mai 
ft 罗巴切天斯基平 iS 的运动 fP 咐 lio )^ « a ：-»( n)fl Pi D - a.jln lyf ^) = r 设 4 是 
o 的任癱—个顶点.于*由 ffl to 可者出边的序 w a ,, 〜 * 如钶琳剰的 . 此 
外，芍然&产生一个項点的序阀， w 为顶点4在所指出的《«下金柊 确， 予 a , 我们 
WW 个序列 •… ,w •祁 A . At . Aj . (这里 itmj & A 在贿， (•■) 下的嫌，等 
等).这两个序列称 ftTfi.u i 成的 年糾. 因为所考坏的 多边璀 ft 有阳多边形（昍有 

条边. 亂上 >，所以这两个序列乜含仵 H 多个元且它们® ft 颳期的 设 P * 边 



fw . 罗巴切夹醑基平 It ) 的 IK 齩适功 》 


til 


ft 刊的爛期中 嫌小 的一 个： 于 n ， ftp 也是顶 点序列的周期：》尸秣为 

頂 A j 4 的蜎期. 






m to 


这两个序列吋吨《拓至另外的边.因为它们是由酧中元的怍用生成的.不 ii . 闲 
期性当然 e 保抟的 

设 P tin 点 a 的周期 . 这*味麴.頂点净列包含®合于又的顶点 v ^. 我们称頃 
点人，七. ffl/JE - t * (由顶点义生成的> 值 .臭鴒 《. 笃然•这一 w 也可以 xi 
于无穷 sm 点实臃 

埂在®定运 AtMkl 生成 -个两 桁群以多边形 J 7 作为*本形 .^ A e 多边形的 
» ilffflrii . (即 不*无穷&顶 点)；于是. ,1的棋祺络必領 aw 的. ® 而存*自 

然藪明 使均 hhhrtw … 7(%)r ， k (间閉#可舵泛不足以穷尽坪瑰 m 点』 的 
棋格， a^m^A 在上述类型的运动 下薑® 橄来的位置弁不簏 保证 我们已穷尽所台 
邾《于顶点4的«格.1 

»"|称为11点_ 4 的耋教 f 不要与顶点的阉明洵淆1此外， ％ r 环绕 rn 点4 一 
次，必瑚砹立下 is 的条«, E (^)= &•其屮‘戌《多 a 形在顶点 a , 处的闲的大 

蜃 _ I 打 ® 

小 i - Hf ],) Mfj 3 > - 保持定向 . w 从上 ffifg 出的关于角的关乘 

it 可樣出 X 系 - Tlu r ) l ^ = f . 容珀 16证对矻于网一个赛（成反方向拜统 
顶总 A Wf * f 的阋路）的 ft 他顶点的这 W 关系 邪媛考价的. 付予无«远[?[点.相木没 
有环绕它 Wfel 路 （ i 2 fi ： B « 可见的 I . fft , fe 不存 在这种关系. 怛是成立 

引瑾 2U .2. 对子无穷点•变换笔 W 柯运动.即对应子这 
个 f 线性分式I变 瘐的二 阶实 系* 矩阵相似千矩昧^ 1 

<0想一下（见# \ M ：12), 在罗巴切夬 R *¥* 的兖蕖闵繽型中.保柃定甸的运 
劝 ft 线 ft 分式变推：一 . I ，*: - ，，).!、. . 库中 a . A«c ^ ft 实^旦 ad - L | 上面 
柙举的使炝定的荅边形成为离 KB ? 的基本域的必 要条件 3 t 变 也是充 分条件精《地 
说，成 a 下而的 

逢逸 20-4. 没玱定一个有 ft 多边形 D 故它的 边的一个对僉 Km . 芹设邳每一 
条边 u 给定运幼、 (《> 便得 h ( a ) OM 1^ *o in 没对这令多边彤 W 毎令顶点 

A lAA*ft ii^AJ = a 变换 h〖a,) ^<~>r 保 f ? 定问< ㈣ 想”卜.曲 

IM 1 rrl 
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笫四章流形的哥定向性* S 本群，覆叠空间（具两散纤维的纤维丛) 


此可推出关系 [ 7 (« i )-- 7 ( a p )) m = e ). 进一步假定对任意的无穷远顶点，变换 
7 {« i )' -7 K ) 是罗巴切夫斯基平面的抛物运动+于是，由所有的元7⑷生成的 
群是离散的且 D 是它的基本域（基本多边形). 

例20.2，由反射生成的群（图71, a )). 此时顶点 A 的周期等于2,它的重数等 
于 m . 



图71 

例 20.3, 由旋转生成的群（图71, b )). 设为正 整散； 设交于顶 

T(%s 

点九的边是等长的.假定= %.设 7 a 是围绕顶点 A s 顒时针方向转动角 

i=l m 

为& 的旋转.则定理 20.4 的条件满足，因此我们得到一个离散群.这个群有关系 

m s 

如下：对顶点4关系瑕为7? 1 * = e ; 对顶点氏关系等价于 (7172 ' … 7 fc) m = e . 

注意，在欧几里得平面中，这样的多边形为数不多，因为成立关系式 E — + 

i=l 

由此导出 k <4 (证明略去)，而在罗巴切夫斯基平面上这样的多边形（从 
而这样的离散群）却无限多. 

例 20.4. 考察罗巴切夫斯基平面上的 4 fc 边形，如图72, a ) 所示.假定它的所 
有角之和等于加且对每个 i , 边〜 与边 < 等长，边\与边£<等长.则有 

命睡 20,1. 由条件 ai : (H 一 : ^ 唯一决定的罗巴切夫斯基平面上保 

持定向的运动 a ,, A 生成一个离散群，它无不动点且满足关系 

ctiAar ^ r 1 T ' ' ajfc^fcQfc = e , 


并以这个给定的多边形为基本多边形. 

这个群同构于亏格为 fc 的黎曼面，即具&个柄的球面的基本群，而这个多边形 
则给出了这个黎曼面的规范表示（见习题 19.4). 由此及由离散群的自由作用给出的 
覆叠定义（见 §18,4) 我们得到 

推论1亏格 g > 1的闭定向曲面的万有覆叠（具个柄的球面 Mf ) 是罗巴切 
夫斯基平面. 
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习陲 20.1. 证明： 如果在例 20.4 中用图 72, b) 替代图 72, 斗 则得到同一个曲 
面. 




最后，我们不加证明地叙述一个关于离散群的有限性定理. 

定理 20.5. 罗巴切夫斯基平面的离散运动群的每一个具有限面积的凸基本多 
边形仅有有限多条边（如果有通向无穷远的边，它们也只有有限多条). 

现在我们转向考察所谓的默比乌斯群以及线性分式变换的分类. 

我们从黎曼球面 CP 1 ^ 即扩充复平面上的线性分式变换着手 I 

(具复系数的）非退化的线性分式变换全体组成一个群，有时候称它为默比乌斯群. 
在文献中用 " Mob " 表示- 下面的同构是显 然的: M 6 b 兰 SL (2,€)/{±1} (矩阵土1由 
群 SL (2， C ) 的中心组成)，由若尔当规范形式的理论熟知，群 SL (2, C ) 中的任意一 

个矩阵 a 共轭于下列矩阵之 一 ： i ) 1 \对应于变换^ ^ ^ 4 - \ (A ^ ±1) - 

\ 0 X J A 

2) (3 二) 5 对应于变换2 ^ 在第一个情形，变换 <7称为抛 物运动 ; 

在第二个情形， 如果 ㈣ =1则称为椭躅 运动，如果 c e R 且 o 0则称 为双曲 运动; 
在所有其余情形，则一般统称为斜驶变换.恒等变换不在这个分类中+这些术语也适 
用于（所指出形式的）矩阵以及用这些矩阵表示的群 Mob 中的元.如果选取变换 a 
的一个表示（即某个矩阵）使得 det cj - l , 则成立下面的 
引理 20.3. 设 C e SL {2 y C ), u ^± l . 于是 7 矩阵 a 是： 

1) 抛物的当且仅当 Tra = ±2; 

2) 椭圆的当且仅当 Tr a e 1 R 且 |Tr < 2; 

3) 双曲的当且仅当 Tra G |Tr > 2 ; 

4) 斜驶的当且仅当 Tva ^ R . 
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麇四靠 il » 的用定基农 VI . 韉餐空闹《興軒嘩的軒嫌丛1 


这里 TV (二 ^ a^rd 

由这个引押《然可见 KSL ( ZO ^ 不每含料 W 元.我们州突 揀的 不动点来炝出群 
a ( 2 ,3 l | 中元的特 at , 我们 KSWSL <2, R > 中不何于恒等元1 的变换 I 作为 5 L (2 ,a 
中元） 在矿充 St 平 ® t 有2个不动点.这两个不动 点玎除 里合. 

31 a 20.4. # d € S ?/.{2. U) f rt f ±1. 则雉»办是： 

1) 抛铕的 当且仅 刍 ( F 在扩充直线 RUi ^} 上拾有一个不动 点： 

2} 鴻阕的当且仅刍 < r 痄上零+面 -{2 cnin ,^> oj 少耷 ■•个 不动点 
mm 二个不动点则在下竽平酾 上； 

3) 双 til 的当且仅势 <7在扩光直钱 ^ 1 >{^} 上令2个不动点. 

设 r 是群 ^£.[2 31) 的离敎？样.于 ft . 2 € if 株为群 r 的 « n « r #« F « 
». nc r 使得 < t \ i \ = J , 这 m m 椭 w 元.类似地.点 Z f : R { j { oc \ 秣为 《 r 義 
枸点，如！ H 存在究 ftre r itn r ( i ) - s a r 籩醉的«物元.观在 W 毕 tB 所衍出 
的各类型变换 W — 塋最简单的 ft ® 

(1) 双曲喂 

tt > 每一个 ail — 个《曲变换的两个不动点 WB 用迮此变 挟下变 撗为自 5 tww 
彼这两爹不动点分成的两 个期! 分中的每-个 ff 此变楱 FteS 掮成自身. 

1»}塌过 这个突換的 不动点的 H 峒的内 ffi 寶携为自角. 

c ) a —个 1 ^邏过不动 A 的圃颺 止夂的 B 閡变换成只一个这祥的胞用. 

*1) 不动点夹予任何一个与選过不动点的两蝴疋交的圆研《共《 的，（点 的共执 
定义釦 T ; 两个冶 AAi 关 f 竽杼为 K 中心在点 O 的拥屑於 Jtfc 的，如*点 O . A . B 
落在一条从点 d 出发的射线上 aio -4 |.tosi - n 2 > iiil 点的故 - floii 常称为 点的反 

m »#.) 

7 ；l t 显示了两系上述的 HW 幷指明 阳上 表碉的囿蝴系将甲®分划成的这 
些 k 城的 变楱方式，毎一个 《i 雉 线的区 《«»尖的//向 W * 換成) gffi 的丨»苻鲴线 

的 J .区域. 
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(2) M 物塱 

to w —个 aw 黹物鰲 m 的不动点的圃阙交换成与它栩切 T 不动 a 的 wBi . 
til 存作一 个缘餐 ftfflffl 狹.它们作6动点处«此相 WRlt 中每一个 IS 阚变 ft 成 

本身- 

0毎一爹保特不变的 MW 的内 S 变換成自 S 

沱期 74 i-_!h 出平 MI 4 抛物变換下 8 iuM 变換的每一个《丄 蝻钱的 @域在》 
扨灸涣 f 搾第 头的 ft 向 转捵成 后幽的 《没有 m 线的> k « 


W Tft 


第四韋流形的可定向性.基本群.覆畫空间（具离散纤维的纤维丛) 


共轭而得).这些变换&满足关系 
- A 2 g Aj 1 - A ^ 1 -e (试证之!) . 

容易得到变换4，…中的明确的矩阵表达式（当然，己经在上 
半平面上实现罗巴切夫斯基几何).在庞加莱模型 （2 平面）和克莱因模型 （ tx ; 平面的 
上半平面）之间的变换2 = (1 + iw)/(l - iw ) T , 单位圆周的中心变换为点 i ; 因此, 
通过选取多边形使得它在克莱因模型中具有一条垂直于虚轴的边,我们可以假定，在 
这个实现中运动将虚半轴变换成自身.于是，它的形式为 m m A%A = e ; ， 其中 

I 是内角为^ g 的三角形的直角边长的2倍（这由图76明显可见)-这条垃长 
是容易计算的；对于数 I 我们有 


2 In 


cos 


13 + y/coa 2 0 


^9 


(试证之 !)_ 如所说，矩阵也，…可由矩阵々共 



最后 ,我们得到 


Am — 


( cos a 
— sin a 


(cos a 
l — sin a 


sin ot 
cos a 


— fc+i 



COS /3 + y/cos 20 
sin p 

0 


0 

sin j 3 

cos /5 + y/cos 2/3 




习題 20.2. 证明 i 具生成元…，也 5 和关系 A ^-- A 2 g A ^--- A ^ - 1 
群同构于具生成元 、 a 3% b 9 和关系 aibiaj ^ 1 ^ 1 ' ■ = 1的群. 
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伦群 


§21. 绝对同伦群和相对同伦群的定义，钶 

1. 基 本定义 

我们即将定义的同伦群本身是流形或拓扑空间的最重要的不变量.这将在以后 
的内容中明显可见，一维同伦群按其定义重合于基本群一般来说，零维 
同伦群不存在：线性连通空间 M 的连通分支组成的集 tt 0 ( M , ^ 0 )是同伦群的零维类 
似，其中指定一个“平凡的”元，即基点&所在的连通分支，只有个别的情形，集 
MM , x 0 ) 才具有自然的群结构；我们指出一些这种情形的例子. 

A . 空间 M 是一个李群.在这种情形，单位元仰 =1 的连通分支，记为 C 
是一个正规子群：商群 M / Mq = 7 T 0 ( M , ^ o ) 具有自然的群结构. 

例如： 1) 对于 M = <9( rt ) 7 则 7 To ( M 7 x 0 ) - z 2 (与行列式的符号相对应的两个连 
通分 支)； 2) 对于 M 则 7 to ( M , x 0 ) ^ Z 2 eZ 2 (群按照行列式的符号以及保 
持或改变时间 Z 的方向来划分连通分支， 见卷 1 

B . M 是某个空间 TV 的闭路空间这个空间 Q { x Qi N ) 由始点和终点 
均为点如的路径 7 组成 I 如同在515 (见定理 15.1) 证明的那样，空间 M 的线性连 
通分支的集合 ( e 是单位元，即常路径 7 ⑴=邮）与群 ^( JV ^ o ) 重合（根据 
后者的定义 

现在我们将给出“高阶”同怆群的定义，考察具边界为球面 V - 1 的 
圆盘 P 及映射/ : P — M ,/ 将球面映射为点： r 0 . 

定义 21.1. 圆盘 M 的映射的同伦类称为同伦群 x Q ) 的元 t 其中所 

有的同伦中的映射都将边界6”- 1 映射为点¥等价的方式 W : ^{ M , x q ) 的元 
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由球面 S ^ M 的映射的同伦类给定，这种映射将球面上选定的点# G 穿映 
射为点 xo . 

(可以说，群 7 T ,( M ^ o ) 的元是妒 — M 的将映 射为如 的映射空间中的连通 

分支 

同伦群中元的乘法定义如下：考察赤道为分 1 c 夕 的 球面中和赤道 中 1 上 
的一点％.再考察球面到两个球面的束 s { ysi 的标准映射分：妒将赤道整个地映 
射为一点即映射为 圬与玛 粘合在一起的那个点（仍记为） 卽 （图 77). 



图77 


除赤道妒 - 1 外，映射也是双方一一的且在所有的点保持定向.如果给定映射 
a : S {^ M , a ( s 0 ) =叫和0 :玛—则我们定义积邱为夕 — M 的 
一个映射，它在上半球面 D + 上与岭相同，在下半球面 D - 上与也 相同： 

= XeD ^ 

显然, ap ( s Q ) = x 0t 且两个分别同伦于 a 和戸的映射的乘积同伦于邱（这里的同伦 
都应将 M 映射为利)+因此，下面的定义是合理 的：积 的同伦类称为《和卢的 
同伦类在群中的机 

定理 21,1. 上述同伦类的乘法运 算使集 tu { M , xo ) 成为一个群，且当 i > 1 时 
是交换群. 

证明 对 i = 1，定理 21.1 即定理 17.1. 我们考察 i > 1的情形. 

a ) 交 换性： 同伦于 Ax 设在上半球面 D +{ x ° > 0) 上给定 a , 在下半球面 
D -( x ° ^ 0) 上给定次我们假定球面中已嵌入到…， V )中作为超曲面 

I 

E (^) 2 - 1* 设赤道上的点卽的坐标为卽= (0,1,0 T ■■ ,0). 考察球面铲自身绕 

平面 ( x °, x 2 ) 的正交补的一族旋转 A ， 旋转角 当 (p = 7 T 时这个变换 
交换2?+与的位置，点&在所有的旋转下都不动.这族映射定义了一个同伦 
F：Ix M (其中 J = |0, tt ]): F(<p y x) = 它交换了 a 与 0 的位置-因 

ilfc , aj 3 同伦于加. 

b ) 结 合性： ( aph 同伦于《(点7).设在上半球面 D + ( x ° > 0) 上给定叫而下半球 
面 D ^( x ° ^ 0) 被对半划分成 D - = D ^\ JD 2 ： 在 Dr 上; c 1 $ 0,在 上 0. 
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设作为圆盘£>「上的映射给定，7作为圆盘上的映射给定.我们以自然的方 
式定义从 P 到3个球面的球束的映射也然后利用 a, 汉7将妒映射到 M (图 78). 
容易看出，这个 从&到 M 的复合映射既属于 a(/? 7 ) 的同伦类也属于 M) 7 的同伦 
类.结合性得证. 


■*0 



囹 78 


c ) 逆元，设给定球面的映射 a : 一 ( M , x Q ), 它确定了元 

我们将证明由公式 


a : ( x ' i 1 ， …，/) h d ：(— … . x 1 ) 

定义的映射在： ( S \ s 0 ) ^ ( M .. to ) 定义了逆元 -a € 7 r ,( M ? x 0 )- 考察我们熟悉的映射 

S \ 它将赤道^° = 0映射 为点句 （图 79). 我们假定映射 _ : D — M 
定义在上半球面3 0) 上而映射 ap . D ^ M 则作为下半球面 D ~( x ° ^ 0) 
上的映射，它由公式 - - - ,. t ") = ■- ,^) 给定.映射 ㈣ 和卸 

一起给出映射= / : 5^ — + M , 它将点 y = (: c 0 , …，： r 1 ) 和 f = (-: r 0 , 映 

射为同一个点， /a/) = nr ). 结果，映射/可表示为复合形式/二如; r, 其中； r 是投 
影， 7T : P > D i ,Tz{y) = 7T(〆） （图 80 )， 而 p = at /， : D l ^ M (Z? + 等同于 /)*). 因此， 
映射/同伦于常值映射， 且点印 可以在同伦时保持不动.定理证毕. □ 






n (Z) 4 ) = ?r (D ) 


图80 
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迄今为止，还只有很少的一些空间，它们的髙阶同伦群是我们知道的： 

a ) 7 t ,( M , x 0 ) = 0 (使用加法记号，因为当 i > 1时闻伦群是交换群）对任意的可 

缩流形或空间 M (例如 , M 树等) ； 

b ) = 0 ( 见 §17+5的注）对 i < n i 7 r n ( S n ) i Z (见 §13.3). 

由同伦群的定义立即可得 
命题 21.1* 对于直积 M x N 成立 

7 T^(M X N ) ^ 7Tj(M) X 7 T t (7 V )* 

证明任何一个映射/ :妒 —M x N 就是一个映 射对： /。 ( fuh ), 其中 
力 ： P — M ,/ 2 : P — iV . 在/的同伦中，分董 / i ,/ 2 独立地 形变. 命题得证. □ 

于是 ， 我们可以通过对己知其闻伦群的那些例子作它们的直积来扩充新的例子, 

2-相对同伦群.偶的正合序列 

对于空间 M s 它的一个子集 A 和一个点 j : 0 € 可以定义相对 同伦群 A , 
x 0 ). 元 a G 7 T t ( M t A ^ 0 ) 可用圆盘的映射 a ： D l ^ M 代表，这个映射将边界 P — 1 
映射到4中，将边界0- 1 上选定的点邱映射为邱.作为定义， ^( M . Axo ) 中的元 
就是这种映射 

—( M ， A ， 抑） 

的同伦类. 


D 




图 8] 

7 T ,{ M , A f x 0 ) 对于 i > 1都可定义且当 i > 2时是群.当 D 3 时，群 ％( M ，> l ，; c 0 ) 是 
交换群. 

当 i > 2时, ^( M , A ^ 0 ) 的群结构的引入完全类似于绝对同伦群 ％ (M ，； r 0 ) ■于 
是，如果则积吣定义在圆盘 P 上（图 81 )， ！>* 在 R 1 中表达为 

亡 ( W ) 2 ( 1. 考察映射 D i ^ D\V Dl ， 它将圆盘 D ^ ix 1 - 0) 收缩于 点加在 

圆盘邙 上定义〜在圆盘 P 纟上定义戊复合映射坎太£>彳 V P 纟 — M 给出 ap 
(它确实代表了 7 r % { M f A , x a ) 的一个元). 

当 i = 1时我们有映射的同伦类集 MM . Axo ), 它不具有群的运算.当 i = 2 
时， 边界 dP = 5 1 - 1 是一维的，因此，相对群 7 r 2 ( M , A ,^ o ) 可以是非交换的，就像 
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绝对群—样.当；> :i 时，逐字逐句地重复定理 21.1 的证明就可得到群 
Axo ) 的交换性.当 r) 2时 7 T t ( M , A , xo } 是群的证明也完全类似于定理 2U 
的证明，因此我们在这里不去证明它， 

如果/! = {x 0 }, 则相对群 7 T t ( M , A , x 0 ) 就是“绝对”群 
类似于基本群 n 的情形（见§17)，对流形（空间）间的连续映射 

/ : M — jV, 

B , 

^ Voy 

我们得到一个自然的同态 [ Z ^ ^ M ^ N ] 

/ + 1 ^(M 7 A,x 0 ) — ^ 7Ti(N,B y yo)- 

这个同态关于/的同伦映射是不变的，这种同伦 应将乂 映射到 B 中且点抑映射为 

Vo- 

每一个将球面 0 a = S ^- 1 映射为点如的映射 D ^ M 是群 m { M , x 0 ) 的一个 
元，也是群 MAUA . Xo ) 的一个元.于是,我们得到同态 

因为在同伦类 ft G〜(M,:rn) 中的同伦映射可以视为 ^ t ( M , A , x 0 ) 中的同伦类的同 
伦映射（但反过来则 不对小 

此外，每一个代表元 a e ^( M . A ^ xo ) 的映射 f ： M 确定了边界映射 


它将即^而.对于/在同伦类 a e ^( M , A ^ 0 ) 的同伦映射，边界映射则在 
H (在〜 ） 的同伦类中变化.群中的乘法在边界上生成群 
中所定义的乘法.于是就产生了 “边界同态” 

0 : 7Ti(M, A, Xq) 7T i ^ 1 (A y ,T 0 )- 

最后，包含映射 d C A / 视为连续映射 i : A ^ M 就生成“包含 同态” 

i* - 7Ti(/l,J ： o) — ^(M,Xo). 

我们记得，群 G 的子群 Ker W 称为群同态 < p : G ^ B 的核，元 a G Ker 的如果 
< p ( o (} =- 1 . 同态 y 的像用 p 表示，则集 ^ p { G ) c H . 
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定理 21.2* 同态 A i # ， 5具有“正合性”： 

Ker j =lm u } 
Ker u = Im 
Ker d = Im j. 


这个性质的另一种表达方法是通常所 说的： 群同态的序列 

… 么 7 ： i{A,Xo) ^ 7Ti(M ， a ： o) 上 7Ti(M, AyXo) ^ Xo) — ■■■ 

是正合的（称为偶的正合同伦序列). 

证明 a ) Ker j = Im u . 事实上.群 ^( M , x 0 ) 的每一个元可用映射 a ： 
M , a { OD i )= x 0 来代表.如果这个元属于 Ker i 则存在映射 a = a 0 的同伦 a t (0 < 
t ^ l ), 在同伦过程中对所有的 h 而在终点的同伦可得 aifD ') C 

A . 这就是 Ker ：?_的定义.同伦叫定义了映射 x [0, lj — A 其中 ao (^) = ^ o - 
因此，映 射族％ : x 阼 11 — 3 给出了圆盘的一个映射 A 将这个映射与映 

射叫 ：灰 — 』结合起来就可得到一个映射 P — 糸它将 s G h xq 且代表了 Im t 
中的一个元.因为不难看出这个映射与 a 代表了 中同一个元，所以 Ker j 

包含于 Im k 中. 

反之，如果给定圆盘的映射办 ^ A , f ( dD i )= x 0 j 则在群 ^{ M . A . xo ) 中这 
个映射/给出零元，因为圆盘本身可以在3中收缩为点 n 因此， Im u = Kerj . 

b ) Ker 9 — Im j . 如果 a G Ker 沒，则 a 由映射 o : 一 M 代表， a 将 

S ^ 1 ^ A t s 0 ^ x 0 , 且边界映射 ct :史 - 1 — 4 同伦于零，即存在同伦％ : S ^ 1 ^ A 
使得 ao = = ^ o ^\( S J ~ l ) = xq , 映射 a : M 连同映射: 

x [0,1] —浼将 S ^ 1 x 1映射为： ro , 组成映射 穿 — M ， 在此映 射下， 基点 
so ^ (义 _1 ，1)映射为 n 显然，这个映射与 a 代表了 ^( M , A ^ o ) 中同一个元.于 
是，核 Ker d 包含于像 Im j 中.反向的包含是显然的，因为在 Im j 中的圆盘的映射 
cc -. D ^ M 之下，整个边界映射为一点，这意味着 9( a ) - 0 + 

c ) Im 0 = Ker t *. 设 a G Ker i * d « 由映射 a : ^ A ,5 o xo 

代表 ■ 于是，由 Ker 的定义，有同伦 ot t : S i M 满足 ao = a , a *( fio ) = xo 和 

这个同伦给出圆盘的一个映射 n i+l M , 因为 ^(5^,1) = ^ 在此 
映射下，边界 dD ^ = 5^ ( S \ 0 ) 被映射 a 0 映射至4中而邱映射为吻.这样，我 
们得到一个映射 F : D i+1 ^ M ， 少— A , s Q ^ x a . 于是， F 代表 tt , +1 ( M , A , x q ) 的一 
个元，而因为 a = a 0 = 9 ( F ), 所以 Ker L 包含于像 Im 5中. 

反之，如果 F e m ^( M t A , xo ) 和。=则映射 q : P A (在 M 中）同伦 
于映射为一点的映射 7 且在同伦过程中冲 — 刊.定理得证_ □ 

例21丄设 M = D n = & D n = S n -K 于是， Tr n ( D n t S n ^ l i x 0 ) - Z , 且当 
i < n 时， ^ o ) = 0. 
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证明考察正合序列 

7 r n (； zr ) 4〜 ( D ' r - 1 ) 立 - 】）七〜一 

如果 n > 1，贝 ! J 

因为球是可缩的 T 因此 y Im 7 : 0 , Ini i * = 0. 因为 Iwi j ^ Ker 占，所以 Ker d ~ 0. 
因此，同态3 : ^( D 7 i , S n ~ l ) ^ 是单射（是包含同态).因为 Im 5 = 

Ker i v --=^-^3^), 同态々实际上是 ； r n ( Z? T %f 一丄）与 '一“#- 1 ) - ^ ( J 6 §13.3) 
之间的一个同构.第二个结论的证明留给读者， D 

类似地，如果 M 是可缩的，则 ttj ( M ) = 0 (j > 0) 且当 n > 1时 ^ n ( M , A ) - 
7 T n _i(A) ( 试证之!)， 
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1. 纤维化概念 

设 X 和 V 是两个拓扑空间， f ： X ^ Y 是连续映射.在（下面的）某些例子中 
X 将是无限维的函数空间——路径空间.考察任意的光滑流形（或空间） ii ： 和两个 
_ 

ip'K — m — x ; 


如果/朵= a 则称尹覆叠 p 

定义 22.1, 我们称映射 f ■■ X — Y 是一个纤维化（或塞尔纤维化)，如杲对于 
到底空间 F 的任意映射^ 的任何同伦企={^} : KxI ^ Y 都存在某个 

同伦$ = : K x / — X 覆叠灸即对一切的 OStShf 而二 < p t ， 且在时刻 

尤= 0时映射⑸重合于事先给定的满足条件 f 卜 p 的映射 ㊉ 此外还要求覆 
叠同伦 A 连同抑是“稳定的' 即如果某个点 k ^ K 在同伦的某个区间5上 
是不变的， ^ t ( k ) = 常值 , i e 纟，则也有 $ t { h ) =常值 , f e i 

空间 V 称为底空间， X 称为纤维（化）空间；完全原像巧=广 1 ⑼ 称为纤维, 
映射/则称为射影. 

实践中，在所有具覆叠同伦性质的情形，为了在 X 中覆叠底空间 r 中点的活 
动，需要引入明确的 法则； 这种法则必须连续且保积地依赖于底空间 F 中点的路径 
和在 X 中相应点的初始位置.精确地说，其意义 如下： 

(1) 对于底空间中的每一条连续路径 7⑷： J — 及 X 中满足 

fM =如= 7 ( 0 ) 的初始点邱 e 芩唯一地伴随一条连续路径 y ( t y x 0 ) : — X 使 

得7(0^ 0 )=邱且 m , x 0 ) = 7⑴.路径 7( f ^ o ) 应该连续地依赖于路径和初 
始点 X()t 
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(2) 保 积性： 底空间 y 中路径71,72的乘积及初始点: r 0 e X 在覆叠之下应该 

I 

对应于路径乘积 71 (^7 ^o) ° 73(^7 ^i)tO < ( ^ 1,1 < r < 2 ? 如果 ; c〗 = 7i(l f ^o)- 

(3) 如果路径 7 是常路径（化约为点如)，则路径5也是常路径（化约为点邱). 
我们 注意： 如果给定从如到 yi 的路径 7(0, 则对所有的 ： r e rHyo ), 路径 

l ( t , x ) 全体定义了纤维间的“转移”映射？ ： 广 H 奶)，且 ( i ^ i ) 二 7 i °72, 

而纤维 P = f -^ yo ) 到自身的映射7^7 -1 同伦于恒等映射 b 〜 yoy ~^ : f ~\ y Q ) ^ 

/ _1 (如). 

习腰22 丄证明：纤维空间的纤维是彼此同伦等价的，更进一步 ，纤维 间的转 
移映射是同伦等价. 

定义 22 . 2 . 满足前面列举的二个性质的覆叠同伦法则称为纤维化 f ： X^Y 
中的一个同伦联络， 

例 22 . 1 . 覆叠空间是纤维空间，其中所有的纤维是离散的.覆叠同伦性质及各 
点的纤维间的转移分别在 §18.1 和 §19.1 中研究过. 

例22,2,考察光滑流形（或拓扑空间） M 和点抑£ M . 我们用 X = E ( x q ) m 
示所有的从点 x 0 出发并结束于任意点 7 ( 1 ) ^ M 的路径 7 ( t),0 所成的空 

间.（作为习顒请读者利用 M 上的拓扑定义五(抑）上自然的拓扑 .） 我们用 F 表承流 
形 M 本身.则有映射厂 E ( x q ) ^ Y , 定义为/( 7 ) - 7(1)^ 纤维 f Hv ) 是第4章 
§17.1 中出现过的路径空间 a ( x 0 l y , M ). 

弓 I 埋 22 . 1 . 映射厂对仰） — y 是纤维化. 

证明只要对映射/建立同伦联络即可.设给定 A / 中的道路 7 (0 (1^^2), 
它从如= 7(1) 到奶 =- 7( 2 ).对 t = 1,点如是“ 覆叠' 这意味着给定一条 从点仰 
出发并在点如= 7(1) 结束的路径 7 i ( t ) i 0 < t < 1-路径 7(0 在空间 X = 坷一中 
的覆叠则以显然的方式确定：对任意的1 < t S 2,由公式 

5(0=71(0， 当0矣 〆 <1， 

= 7(0， 当 

定义的路径 e ^{ x a Mt ). M },0 ( f < t 、 是空间 E ( x 0 ) 中的点（图82,路径 

7 t (^) 用虚线表明).对路径 7 t ( t f ) 可以引入新的参数$于是0名 t 〃 S 1. K = M 
中路径 7(0 在空间 ^ o ) = X 中的覆叠兔连续依赖于初始点（即路径 Mr )) 及底 
空间 y = M 中路径7⑴.容易验证覆叠同伦的其余两个性质.引理得证. □ 

2. 纤维化的正合序列 

考察纤维化 f :X Myo ^ Y 和纤维 P = f -^ Vo ). 在纤维 F 中选取点 
heF . 于是，同伦群及（关于偶的）正合序列 

——^ 7Yi(F) ^ 7Ti(X) 4 TTiiX.F) ^ —… 
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图 S2 


都已确定. 

在映射 f : X ^ Y 之下，纤维 F = /- J ( y Q ) 映射为一个点^因此，可定义同态 

人： 7Ti{X,F,fo) 7Ti(y,y 0 ) + 

定理 22.1. 同态人是同构， ^( X , F ,/ o ) - 7 T ? ( r ^ o ). 因此，我们有“纤维化正 
合序列” 

- ^i{F) ^ f 7T t (Y ) 么 VTj^i(F) — ■ ■ ■ 


证明设3 £开 i ( ACo ) 且 A ( a ) = 0,这里3由映射《 : — X , dD i — + 

fUd 代表.我们用0表示映射 fo ： ^ P : D l ^ Y , dD i y Q . 因为/?代 
表 A ⑻，而 f ,{ S ) 是群 7 r ,( y 7 yo ) 中的单位元，因此，存在同伦 Pt - ^ ^ Y 满足 
3 t { dD l ) = yo ，/? 0 二#及 /^ L ( D l ) = y 0 - 我们用同伦 at . D i X 覆叠同伦爲使得 
ao = a , a t ( s Q ) ^ / 0 于是，对一切 t 叫 c F 且 ^( D 2 ) C F . 因此， u 代表群 
^( X , F ) 的单位元，于是， 同态八 的核为零+ 


现在设给定元茂 e 我们要寻找 s e 

7 T ,( X , F ,/ 0 ) 使得 Ma ) - 8. 对任意的映射0 :加 — 
Y . J ( dD ^) =-- yo , 可以构造同伦 A ： ^ ^ r,o ^ t ^ 
1,满足 =如和 Pi (^) = Vo , 这是由 

于圆盘是可缩的（这个同伦并未给出到群 7 r ,( y ^ 0 ) 
的同伦等价，因为卢如 ）（ 图 S 3). 映射沐： 
— m 覆叠映射 a ： ■ ^ ^ f Q . 现在，我们从映 
射叫： P — / G 开始覆叠整个同伦 Q *, 1 > f > 0. 



dd 


图 S 3 


在同伦的终端，我们得到映射 d 一 X ，它满足邱 — / 0 且 / a 0 =汍二斤 
因为 fSidD 1 ) ^ yo , 我们得到 a 0 ( dD z ) 落在纤维 F 中.于是，映射 rt G 给出一个元 
a e 7 r ,( X , F ,/ 0 ) 满足 定理得证. 口 

注集合可通过后面的同构 ^( X . FJo ) ^ TTi ( y ^ o ) 引入群结构, 
在正合序列的最后一段 


——^ 冗】 （F，/ 0 ) 」 〜 m (又/ 0 ) ㈡ Tnfy^o)- ^ o ( F ) 
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中， x 和 y 假定是连通的，同态 /* 。 j : 7n(x,/o) ^ ^(y^o) 的像可能不是正规子 
群，因此 T 陪集所成的集 - 没有自然的群结构- 

在覆叠 f ：x 的纤维 F = f _» 是离散的情形，当 i > 2时，如果任 
意连续映射 D i ^ X 满足 一 F \ s 0 b f 0 , 则它实际上将映射为 / o, 因而 
TTiiX . K ^- TTiiXJo ). 由所作的这个观察与上述定理可导出下面的命题. 

推论1对于纤维 i 7 = /~ 1 { vq ) 是离散的覆叠,我们有同构 ^ ^(r,y 0 )i 
^2. (在第 4 章 §19.2 中我们已研究过群 MXJo ) ^ X!(y j? /o) 之间的这种关 
系0 

推论2对于纤维为 n ( x 0 y y t M ) = f - l ( y ) 的路径的纤维化/ : E ( x 0 ) — M 可 
得 7 Ti ( E ( Xo )) = 0, 

TrJJ? (: t 0 ， aM )) 2 7T i+ i(M). 

证明利用同伦 

抑： E{ x q ) —► E(x 0 )， 

其中1是路径7从0至! h 之间的一段（参数为 r ' = f ，0 S r 、 1)，空间艽(吻）自 
身收缩为一点 * 当 t = 0时，我们得到路径 70 ⑺三 7(0) = x 0 . 因此仰(別抑)）是（空 
间五(抑）的）一个点 ■ 

由 E ( x 0 ) 的可缩性导出 n ( E ( x 0 ), xo )^0, 对一切 i > 0. 在纤维化 E ( x 0 ) - M 
的正合序列中，我们有 

Tr ^ Eixo )) ^ ^ t ( M y y 0 ) ^ ^_i(J2(^oi y,M)) ^ ^_1(£(^ 0 ))- 

II II 

0 0 

由正合性导出同态3是同构，因为 Im 厶= Kot 3 = 0及 Im 3 = Ker 匕= 
^- 1 (^ 0 ^,^)) 推论 得证. 口 

由推论1及覆叠的例子（见例 18.1—18.7) 可得^当 i > 2时， 

1) n^S 1 , sq ) ^ 〜(狀 1 ，;^) = 0 ( 例 1 S .1); 

2) 7 T t ( RP 2 ^ 0 )^ MS 2 .s 0 ), 特别有 7 T 2 ( RF 2 ) -Z (M 18.3); 

3) …『，补） =0 ( 例 18,4); 

4) 7 r ,( ii ： 2 ，; r 0 ) =0 ( 例 18.5); 

5) TTiiS 1 V S 1 ) = 0 (^!) 18.7). 类似地， n ( S l V*** V5 l ) = 0 ,i ^ 2, 因为它们的 
万有覆叠是树，从而是可缩的，如果 C7 是平面区域， t / 二舻…11叫},其中％ 
是点，则 C/ 可收缩为圆周束 S l V -- VS \ 因此 MU ) = CM 》 2. 

6) 由例 18.6 导出 T 当 i > 1， 


^i(S 2 VS l ) - 7Ti( ^ V5 2 V5 2 V ■ ■ ■)■ 
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事实上，它们的万有覆登是一条在其整数点上附属着一个球面妒的直线+对区域 
r = M 3 \5\ 其中妒不打结， 7r t (r) 也同构丁- TViis ^ vs ^), 因为 v 可收缩为5 2 v 5 1 . 

7) 对于所有的（闭的或开的）二维曲面，除 ]RP 2 和炉外,万有覆叠（拓扑上）是 
R 2 . 对于具0个柄的球面，这个结论在§20中已给证明（同样见习题 19.4). 因此，对 
于所有的这类曲面， 7T, = 0, i > 2. 

3 . 同伦群对基点的依赖性 


现在我们研究同伦群 ^( M : , t 0 ) 对基点 x 0 G M 
的依赖性问题.设: r 0 和 A 是 M 的两个点， 7 (0,1 ^ 
是从叫=了 (2) 到心= 7(1) 的路径」设元 G 

7 Ti ( M , xi ) 由单位圆盘的映射 a : D \ ^ M 7 so i — > xi 
代表.我们现在定义半径为 2 的圆盘上的映射 7 *( a ) : 



-M (m 84). E 域 1 < ^ ( Xj ) 2 ^ 4可表示成 

5 1 - 1 x [1,2], 即球面 S 卜 1 与¥位区间 [1,2] 的乘积, 
如果对所有的 y e V - 1 ，1 < f < 2,令 Mr t ) = 7 ⑷， 
我们就定义了一个映射^ 1 x [1,2] ^ M . 映射- 



A : Ey . M ) 矣1 


2 


4 : &-】炉 4 
\，(1，0, " ，0) 
<=(2,0,… ，0) 


( a ) ： ni ^ M 定义 如下: 


在邛 C 战上， 

7"( a ) =7,在区域 (l <4} = x [1，2]上. 


我们有 

定理 22 * 2 . 1 ) 变换 a ^ ( a ) 只依赖于从邱到 x ! 的路径 7 的同伦类 7 且定 

义了一个同构 

Y : ) — > 7r^(M,^ 0 ). 

特别有，对于单连通空间，这个同构不依赖于路径 7. 

2) 对于闭路7 ^ 7 T , ( M f x 0 ), 对应 a h 7 ^( a ) 通过上述的群同构定义了群 
W ( M ， x 0 ) 在 w ,( M , x 0 ) 上的作用，如果/ : X — M 是由 X 的同胚组成的自 
由作用的离散群尸所决定的万有覆叠，则 ^( M ^ o ) 且群 r 在 X 上的自 
由作用诱导了 r 在群 7：,( X ) ^ ^{ M ) 上的作用，这个作用与基本群 TnfA /^ o ) 
在 n ( M , x Q ) 上的作用作为“算子群”是相同的.此外， 由于义 的单连通性 
( TrdX ) = 1), 群 TVi ( X , x ) 不依赖于基点: r 的选取，即对任意两点 x \ x /F £ X ，同 
构 7 T t ( X , X f )^ 7 T ,( X ^) 与连接 〆 和: T " 的路径7的选取无关+ 

3) 球面的映射 S i ^ M 的自由同伦类（不 要求卽 ^吻）与在 
^( A /, x 0 ) 上的作用轨道之间有一个自然的双方——对应.（如果 tti ( M , j ： o ) = 1, 
则映射义 -> M 的自由同伦类与中的元相对应0 
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1} 和 2) 的第一部分的证明完全类似于关于基本群7^的定理 17.3 的证明，而 3) 
的证明就是定理17. 4 的证明（《=1的情形与〗> 1的情形没有区别).本质上新的只 
是 2 )中涉及万有覆叠/ : X — M 和群尸在 ^(X) - 7 t ,{ M , x 0 ) 上的作用的那部分- 
群 r 与群重合（同构）在以前已经证明——见定理1认3.尸在 
以兄/)上的作用定义如下-群尸中元 g 在 X 上的作用 g : X — X 生成 
一 个同构 f : 其中= g(x f ). 另一方面，存在典范同 
构 ^{X^) ^巧⑺ 〆 )，它（由于 X 的单连通性）不依赖于连接这两个点的路 
径（这里我们利用了本定理中的 1)), 进一步由于推论1,当 i > 1时存在同构 
f: : 其中 f(x')n 借助于这个同构， r 的作用转换到 

^ i ( M , x 0 ) - t - 

考察元 a G d 义〆)，它由半径等于 1 的圆盘上的映射 

a:D\^ X, 0D\ x f 


代表.像以…是映射 


g(ct) : D\ —► X\dD\ x tf = g(x f ). 

考察半径为 2 的圆盘切和从 〆 到，的路径 7 .我们如前一样构造映射 Y 9 M ^ 
D\^X (见图 8 办它将元 fa 沿路径 T 从点 x " 转移到 X ',映射 y * g ( a ) 在 M 中 
的射影按定义重合于 5f *( a ) € 7 ri ( M , xo ); 这里3 € 7 ri ( M , x 0 ), 面抑 二 /( x y ) — f ( x ") 
且在射影 f : X ^ M 生成的同构 ^( X . x ) - ^{ M , x 0 ) 之下，5对应于 a . 于是，元 
ger 等同于 7 n ( M ,,7： o ) 中的元， 7 r 1 ( M , x 0 ) = r . 定理得证. 口 

例 

22丄对于覆叠 f : S 2 ^ RP 2 我们有尸^ ^( RP 2 ) - Z 2 , 其中生成元是 
变换^ 炉— S 2 , g ( x ) = - x , 它改变定向.因此，元 g 在生成元为1 e Z 的群 
7 T 2(®_ P 2 ) ^ ^(^ 1 ) ^ Z h 的作用如下： 

八1) = -1‘ 

我们注意到对于 MP 3 - 50(3) 同样有 r - 7 T ! - Z 2 , 生成元为 P ( s 2 = 1). 更进一步 
有 7 r 3 ( RP 3 ) - 7 r 3 (^ 3 ) - Z , 而生成元为1 e I 但是在这里 〆 1) = 1 (试证之!) . 

22.2. 对于万有覆叠义 S 2 VS \ 空间 X 是由一条直线 E^-ooCtC + 00 , 
在其整数点 t = n,n = 0, 土 1, 土2,…，上附属一个球面玲构成的.群尸:由生成 
元5生成，其作用为： 


ff ： t 1-^ t + 1 } 

5 :忠—兒 +1 ， n = 0，士1，士2, ■ 

显然，群 tt 2 ( X ) 是无限多个 Z 的直和，每一个 Z 的生成元为 


^ : 5 2 ^ ^ { a n 的度等于 1). 
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根据定义我们有 


~ I - ?^二0，士 1，士 2，__. • 

因为 r ^7 T l ( S 2 VS l ),7 r 2 ( X )^ zr 2 {5 2 V5 1 ), 我们有群 tt 2 (5 3 V5 1 ) 中的典范元 

n 

ti = ^ i 9\ a o )^, 

i^m 

其中 A, 是整数， n > 此球東妒 V S fl 同伦等价于区域V = R 3 \ S \ 其中 S 1 不打结. 
结果，对 C/ 也成立类似的结论， 

习题 22.2. 设 a 是中的区域，它由实心环面移去一个内点而得.计算 
^ i { U )^ 2 { U ) 及 ttl 在 tt 2 上的作用， 


4. 李群的情形 

如果流形 M 是一个李群（定义及基本性质见 §2.1 和 §3.1), 则我们有 

定理 22 . 3 ,群 Tr . iM ) 是交换群，在所有的群上的作用是平凡的， 

证明利用 M 的群结构，两个任意的映射 19： K ^ M { K 是任意一个流形) 
可以 相乘： fg ( k ) - f ( k ) g { k ). 如果/和 . t? 满足 f ( ko ) - g ( ho ) = 1,则乘积如也满足 
f ^ o ) = 1- 此外，如果/同伦于同伦于 ，则 / p 同伦于 / V . 于是 T 同伦类集 
[ K . M ] 构成一个群. 

设 K = S \ f,g 代表 ^( A/,1) 的两个元；我们将证明它们的乘积 fg { x ) - 
f { x ) g ( x ) 代表/和^ (的同伦类）在&中通常的乘积，即李群中乘法运算给出的 
乘积与基本群中的乘积是相同的. 

为证实这一点，我们（借助于同伦）将这些映射形变为如下 形式： 


f{x) = 1, 对一切 X G D ~ , 
g { x ) = \,对一切 r e D + . 


此时 s S 1 由沪 = 丄 给出： 半圆周 乃十 由不等式给出，而则由不等式 
y < 0 给出点 沒 0 e 坐标为 （ LO ). 

于是，在选取所指出的代表元时，群 MM . I ) 中的乘积介就与映射/和 g 的 
群乘积重合，即 


齡赢 ={= 


X e D' 

x € D + . 


同样明显地 7 在选取这样的代表元时, f ( x ) g ( x ) = g ( x ) f ( x ). 因此,乘积与因子的次序 
无关，即群 ^(^,1) 是交换群1 

现在我们从李群的角 度引入 等价的在 7 T, (〗> 1) 上的作用. 
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考察半径为2的圆盘 W 和在它内部的半径为1的圆盘 

D \ = | l ：(^) 2 ^ l |- 环形区域1 S E ( W ) 2 <4可记为 S ^ 1 x /. 考察两个从圆盘 
到 M 的映射： 

(1) 如果7(0, 代表力(见， 1) 中 

的元 7 则存在映射 

S ^ 1 x / ^ 7 Af ? < p { s , t ) = t . 

因为 j ( f ( s , l ) = 1 E M , 这个映射可以延 
拓成为圆盘上的映射也 y : 1>纟 一 M , 只要令 

^( D \) = L 映射 M 将边界 dD \ 

映射为点1 G M 且可收缩形变为平凡映射，在同伦过程中边界 3 D \ 总是映射为点 

1 (我们注意到像 C M 是一维的；见图 S 5). 

(2) 我们给定一个映射 a : D [^ M , a ( dD \) = U 它代表圆盘切上 tt ,( M ,1) 

中一个任意元 a . 如果令 a ( D ^\ D \) - 1 = 邛)，则我们就将 a 延拓成为映射 

5 : — M . 考察乘积 ^{ x ) - a ( x )^( x ) = ^{ x ) a ( x),x € 由其几何结 

构，这个乘积代表 7 T t ( M , l ) 的元7、因为5心与 a 在圆盘 巧， 上重合且它把环 
形区域投射为圆盘功外面的路径 7 . 但是，如上指出的那样，映射 t : R — M 
可形变收缩为一点1 ( 图 S 5). 我们用‘记这个同伦，其中咖=化,如 ( x ) = 1且 
i > r ( dD ^) = 1,0 ^ r ^ 1 . 乘积 oi ^ T ( x ) = a ( x )^ T ( x ) 给出映射 7 % 和 a ; 之间的一个同 
伦 7 由此导出元 a 和7%在群 M 軋 1) 中是相等的.因此，群 7 n ( M , l ) 在 
上的作用是平凡的.定理得证. □ 

习匾 

22.3. 证明： 如果 M 是李群，则群 ^( M ) 中的乘法可以等价的方法由公式 
fg {^) = f (^) o (^) 给出 ■ 

22.4. 将定理 22.3 推广到 H 空间的情形；开空间是一个拓扑空间，它具有连 

续乘法 ♦ : H x H — H 且具有单位元1 G H (即满足 ^{ x , 1) = = x 的元). 

实际上，只要乘法具有“同伦的”单位元就足够了，即只要由 公式 ; r H 分 0 M ) 
和 : r p 州 ' x ) 定义的两个 H — H 的映射都同伦于恒等映射就足够了，例如，闭路 
空间及= Q { x q , M ) 就是这样的空间（试证之!) . 更广一些， H 空间 Q ( x q , M ) - H 
是所谓的广群 ”: a ) 乘法 f : H x If 一 = hg , 具有“同伦逆”元 

h~ l = cpih ) 使得将 / i 映射为 hh - 1 的 H — H 的映射同伦于值为1的常值 映射； b ) 
乘法 ta — H 是 “网伦结合的”，即分别由公式 

( h u h 2 ， h ： i ) f ~^(/ tp ( h u h 2)， h 3) = { hih 2 ) hz , 

{^1, h 2^ hs ) •—K ♦{hh ^(^2^ ^ 3 )) —九 1( 办 2 九 3) 
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定义的两个 HxHxH ^ H 的映射是同伦的.在 Q { x ^ M ) 中// = 7 ⑴的逆元是 
路径 7^(0, rfD 同伦结合性则可从下面的习题推得. 

习题 22.5. 区间 [0.11 到自身的且保持端点不变的同胚（即路径上参数的单调 
替换）全体所成的集（群）是可缩的. 

我们己经建立同构（见前面的推论 2) 

^ i > 1， 

其中 e 表示常值路径7(纟）^ xaM ( xo , M ) 的连通分支所成的群 n ^( Q ( x ^ M )) = 
^ i ( Af ,； r 0 ) 通过变换 

ct H G 7 Tj ( J ?. c ), 

7 G 7Tq(D) = Tt^MyXo) 


作用在群巧⑼ e )，/? 叫, M ) 上， 

习题 22 , 6 . 证 明：群❿⑷） 在 n . j { Q , e ) 上的作用 a ^ 7 _ 1 ^ 7 与以前定义的群 
心(从）在 nj ^( M ) 上的标准作用重合 1 

对于李群和具有同伦单位元的丑空间，由于上面证明的结果，同伦群％对于基 
点的依赖性不是本质的，因为沿着闭路的转移都是相同的.这一点对任何单连通空 
间 A / 也是对的.在所有的这种情形,球面的自由同伦类集 [ P ， M 1 与 n ( M ) 存在一 
一 对应，并且无需明确地指明基点（基点并不重要). 

5,怀特黑德乘法 

在同伦群中还有一个有趣的运算-怀特黑德乘法， 

我们考察球面的直积 M = V x 史和位于其中的球束 A = S - V = ( S i x 
^ o)UK x 其中 ^ G 氕戒 € 屮是球面 S \ S ^ 的基点，直积々 x 妒中的基点 
取为邱=定义自然的映射 

D 州= D i x LP ^ S i ^ S \ 

其中/是标准映射 a : D l S \ dD l — 竓和0 : — S \ dD ^ ^的直积， 

ft 和3的度都等干 +1. 映射 a 和/ I 分别代表了生成元 Q e ^ i { S \ s ^) 2 Z 和 
^( S ^ s ^)- Z . 映射 / 将边界 dD ^ = d{D i xD J )^ { dn i ) x ( JD^X ( dD ^) 
映射至球束欠 =^ W c M = 0 x 皮中，因为 a ( a ^) = 4 , / 3 { dD ^) = 

于是，映射 / 代表群 x 皮，分 \ /皮, So ) 中一个元.我们有 § 21 . 2 中引入 
的同态 a : 


d' n i+j (S l x S^^VS^so)^ V5 J ^ 0 ). 
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利用群 v 中元3/,我们定义所谓 

的任意空间 X 的同伦群中的怀特黑德 乘积： 元 a e 
7 Ti ( A ", Xo ) 和 6 e 7 Tj ( A ", xo ) 的积是某个元 [ a , &] e 
7： i + j ^ i ( X , xo ), 其构造如下：设 a : ( S \ s f 0 ) ( X y x 0 ) 
和 & : (切 ， O — ( X ^ 0 ) 是同伦群的同字母元的代 
表映射.考察在点冲= ( s ^ s ^) 联结在一起的球束 

我们有映射 a V 6 : 5* V w X ,它将勿映 
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射为抑（图8扑元办（复合后）定义了一个标准 映射: 


[ a , b] : S ^- 1 ^ 5 W S j ^X. 


从而就构造了 一 个元 [ a , 6] e 7 Tj + J _ 1 { A ", xo )- 

DUP = 中的由标士 { t \ t 3) 确定的定向与在 D 1 x =以 x 办中由 
标架确定的定向相差一个符号 （-1 户.由此推得下面怀特黑德积的一个性 
质： 

[ a ，&] = (― 1)0[ M ]. 

我们将主要对 i 3 U > 2的情形考察积 [ a , h ], 此时群是交换群，因而群的运 
算可记成加法，而怀特黑德积关于 a ，& 是双线性的，我们现在先研究两个特殊情形. 
i = l,j = 1的情形：积 [ a ,&] 在群 7 Ti ( X , xq ) 中等于换位子 [ a 9 b ] =^= a 6 a _1 6 _1 ( 证 

明!)- 

% = l,j ^ 2的情形：积 [ a ，&] 化为 7 Tl ( X ，： C 0 ) 在 7 Tj ( X , Xo ) 上的作用： 

[o, 6 ] = a*{ 6 ) — by 


其中(证明!〉_ 

现在考察 i，j > 2的（因而可以用加号描写的）那些交换群.我们将奇数指标和 
偶数指标的同伦群分别组成 直和： 


厂 0 = ^( X ) + tt 5 ( X ) 4- n 7 { X ) + … + 7 T 2 g +1 ( X ) + …， 

厂1二 7 T 2(^0 十兀4(^0 + 开 6(尤）十…十 7 T 2 q ( X ) 十… ■ 

由怀特黑德积的定义（这个运算可以显然地延拓到直和上）我们有 


[尸0,尸 0] C 厂0， 

[几 ， A]C A ， 

[ A ， A ] c/V 

此外,对 a e r m ，6 € r TL , m , n -0,1, 换位子的法则是这样的: 


[ a , &] = (― 
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习题 22.7, 证明：对3个元 fi 6厂 e f n ,c 6 r p , m , n,p 0 3 1, 我们有广义 
雅可比恒等式 

(—中+1 )㈣ I )[[ a ，& c ] 十 （—丄 )(打 叫 ~+1)[沁，， ^ l / n+1 办 +1) [[“],… -0. 

具有类似性质的乘法的 z 2 分次空间 a ㊉ / v 自从它们在量子物理中 m 现后 T 在现 
代文献中称为 “ 李超代数”.在具体场合计算怀特黑德积可能是很困难的，我们考察 
球面 ㈠ 3 1) 和群 ^2 n {^ n ) ^ ^ 它的生成元为 a G ^2 n ( S ^). 可以证明怀特黑 
德平方 [ a ? a ] 是群 7 T 4 n dS 2 n ) 中的一个无限阶元 (Mn = l 的情形将在§23中说明), 
对于奇数维球面妒群的生成元 a 的怀特黑德平方的阶等于 
2( 或 0): 

2[ a , a }^( l 在群叫卜 〆 ,- 1 )中. 

命题 22.1* 对于李群和具有单位元的孖空间，怀特黑德积是平 凡的： [ a , b ] = 0, 
对任意的 a G 7 r t ( M),be ttj ( M ). 

证明如果数 A j 中有一个（比方说， 0 等于1,则命题由 ^( M ) 的可交换性及 
7 ri ( M ) 在所有的 ttj ( M ) 上的作用的平凡性（定理 22.3) 可得-设 i >2， j )2 t 并设元 
a 和6分别由映射 cx - B 1 - Af , — 1和: P — M , dD j 1代表.我们考察积 

a /5 : D 1 x M , 

其定义为 ^ f 3( x , y ) = a ( x )/3( y ). 在边界 d ( D l x D ^) = 0 七 - 1 上，映射邱根据怀特 
黑德积的定义诱导了元 [ a , h ] e 7 r ,^_!( A /). 因为映射同伦于映射1，映 
射 [ a 7 fi ] 同伦于映射以+广 1 — 1,即在71■出中 [ a , b ] =0. 命题得证， 口 

§23,球面同伦群的若干结果.装配 流形， 翟普夫不变量 
1. 装配流形和球面的同伦群 

向量场奇点及与它有关的不变置的研究常常要用到球面的映射的度 7 
即，由于定理 13.3, 要用到基本群 ir n { S ^), 它同构于 Z (见 §21.1). 如所证， 当 i<n 
时所有的群 n t ( S -) 是平凡的.本节的 H 的是对 A > 1计算某些群 n n + k ( S ^ 这些群 
也来自于与欧几里得空间 Rn 屮非零向量场 n 的同伦分类有关的问题，这里 n 满足 
条件 ? i (. T )-^ n 0 j 当 — oo (见后面的 §25.5 和 §32). 如果补充要求卜| = 1，则我们 
得到连续映射 


R n U {00} \ 

此时 oo^noe V - 1 .但是 R - U { oo }^^. 因此，我们又碰到计算群 7 T n +1 (沪) 的问 
题.更一般地，如果 n ( x ) 表示成一个任意的向童值函数 n ( x ) = ^( x )) ★ 
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^ n , 则如果假定卜 I = 1,我们就得到 5" — ，- 1 的映射+于是，问題又归结为 
计算群 tt u (5— J ), 

到目前为止，我们已得的球面同伦群的结果只有 〜(#) = (M > l ；7 T n (^} 

和 ^{ S ^) = 0, i < n . 我们在这里要指出一种研究同伦群的几何方法，它立足于对正 
则点的完全原像的研究. 

考察映射厂 S ㈣ — S 、 我们将假定它是光滑的.设点句 G W 是/的正则点 
(即/的正则值).在球面 W 上选取点抑的邻域中的一个局部坐标系，即在这个邻 
域中给定 n 个函数 灼，… ，如使得方程= ◦, …， W = 0只在点卽处成立且梯 
度向量 grad ^在这个点是线性无关的，由映射/在％处的正则性导出完全原像 
广 i ( SD ) 是一个 fc 维的光滑闭流形 

f -^ so ) = W k C S n ^ k , 

更精确地，在的邻域中定义的函数 ^( x )= r < p t ( x ) = ^( f ( x )) 通过方程 

A = 0, ■■ 也 = 0 

给出由/在邱处的正则性导出：在 - W k 的所有点上，梯度向童 
grad ^是线性无关的且（作为向量）关于 S n + k \( oo } ^ R ft+fc 的欧几里得度董指向 
W k 的法向 • 

于是，映射/ : W+fc — 俨就对应了偶 ( W k , T n ), 其中妒* =广 1 (邱)是一 
个在 C R n+k = W + fc \{ oo } 上给定的标架场且关于的欧几里得度量指向 ■ 

W k 的法向， r n = (grad ,grad - f*(pt = ^(/(^))' 

定义 23.1. 由一个闭流形呢* C 与非通化的 n 维法标架场 r n 组成的偶 

( W k , r n ) 称为一个（无边界） 装配 流形.此时，场产本身称为一个 装配. 

因为在中已有标准定向，所以场严决定了 的定向（即如果 r fc 是 

的切向量标架，则 ( r \ r n ) 应给出中的标准定向)+ 

考察光滑同伦 F : x I — S n ， 它在点％ e 处是正则的且连接映射 

/ o,A : S nJhk ~^ S n . 考察原像 

* 

0+1 =厂» ; 

这个原像位于 J 中，且由方程边 1 = (V ■ ■，化 = 0给定，其中 A = F*ipj - 
F. 梯度向童 gmd 勾在俨 +1 上是线性无关的.我们得到偶 { V fe+1 C l , r n ), 

其中 p = (grad … T grad (关于 R n ^ k x I 的欧几里得度量）是 l / fc+1 的 
法标架场.在边界 f = 0,1处，我们得到流形 二 V fc+1 P ( S n ^ k x 0) 和 = 
V fc+1 n ( S Tl ^ k x l ), 它们具有诱导的“装配”——将场，限制于边界上得到的标架 
场.流形 V k +1 本身与 x I 的边界 （f = 0 t l > 不相切；因此，不失一般性，可以 
假定流形 V ft +1 垂直地接近边界 f = 0和 * = 1,即在和的每一点处存在 
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P + 1 的一个切向量在该点与 S 一 x I 的边界正交.在 §13.1 中我们遇到过类似的 
情形，在那里&等于零，流形则是点集 {^1,-- - rHs 0 ).. 而装配严则 

由原像点处的“定向”或者说一个符号给定.流形 v ^ 1 是一维流形、其上的装配 P 
则由边界处延拓而成. 

定义 23 . 2 , 偶 ( V k+1 C S 对 k :< Lr n ) 称为一个 带边界的装配 流形， 如果 a) 流 

形带边界，它到 SS I 的嵌入使得它垂直地（成90°角 ：) 接近 f 

时的边界， b ) 是一个非退化的〃维法标架场， 

因为在球面 S - 中点外的一个坐标为…，…的小邻域的补可收缩为一点， 
我们可以将这个补视为一个点.对小的 s > 0,我们有：由于场严的存在 T 流形 
W k c 的 e 邻域微分同胚于 x 其中是妒*在点 x € W k 
的法平面中半径为£的圆盘 T 由标架 r n ( x ) 中的向置生成.类似地，对小的 I 流形 
c s n+k x /的 s 邻域％微分同胚于⑺十 1 x z ^+ 考察 wr i+fc u { oc } 中 
两个闭装配流形和我们有 

定义23.3. 装 配流形 = 1,2,称为等 价的， 如果存在装配流形 

{ V k + \ r fi ), C 6-+^ x /,使得它在边界上恰是原有的两个 流形： 

V ^ = K fc + 1 |& D ，rr - r -|^ o ； 

w ^ v k ^ u =^ w = 

这个等价性的兒一种说 法是： 两个装配流形 ( XV ^ rf ) 是等价的，如果装配流形 
( W k , r n ) 在上述的意义上等价于零（即空流形)，其中 U 而 r R 在 
上重合于在研#上则与吋只在第十向置上方向相反. 

成立下面简单的定理： 

定理 23 丄闭装配流形（ I #,泸 ) C R n ^ k , 的等价类与群 7 r n +; t ( W ) 的元之 

间存在自然的双方 一一 的对应. 

证明 如所见 5 在点卽处正则的映射/ : 一 定义了一个闭装配流形 

{ W k , r u ), 而两个这样的映射之间的一个同伦 S 一 x i — S n 则生成装配流形的 
一个等价类.反之 t —个闭装配流形 c 3 ET +' 确定了一个 S n + k — S n 
的映射：事实上.流形的 e 邻域％在充分小的 e > 0 时， 像前面指出的那样， 
其形状为（精确地说，微分同胚于）直积 

W s ^ W k x D ^. 

射影_ x 巧 一 自然地延拓成一个映射/ :俨+〃 — W ， 如果我们假定球 
的整个边界在映射/之下映射为 一点 ： W = DpJ (一点).邻域％在球面中 
的整个补也映射为这个点. 

类似地可构造映射 〜 S ' 如果己给定带边界装配流形 { V k ^, r n ) C 
S^ k x L 定理得证. □ 
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实际上，在 §13.3 中计算群 7 T tt (沪）2 Z 时，我们己经用到了装配流形的特殊情 
形 （ A : = 0). 

注同伦群 7 T n + fc (5-) 中的加法可以解释为在 R ^ k 中取两个不相交（彼此分 
离）的装配流形的并（试证之!） 

现在我们证明闭装配流形的等价类的一个一般性质. 

定理 23.2. 对任意的在每个等价类中都存在连通的闭装配流形 

(当 A : = 0时并不成立)， 

证明考察不连通的装配流形 { W k y r n ) = U ( W ^ r ^) 7 W k C R n+fc C 

我们证明这个装配流形等价于一个连通的装配流形.考察一条自身不相交的 
光滑路径（一维子流形） 7( r ),0 它连接点: c 0 e 作？和点 a e 我们要 

求路径1沿着相应的标架场$ = ( m 1： r " ， m nj ) ， j = 1,2,中的第一个向量的 
方向当 r = 0时垂直地接近而当 r 二1时则垂直地接近在路径 7 ( r ) 的每 
一点，我们给出垂直于7的一个维平面 R *( r )， 它在边界 r - 0,1处与 W^(r = 0) 
和 W^(t = 1) 的 A : 维切平面重合（图 87). 如果记 r" 二 （ m], … ,m n ){ - rf 二 
(m ljh … ， m n j) 在 Jz , j — 1, 2), 我们就将标架场 T n_1 ，（ 7712,… ,^n) 从边羿 
7(0), 7 (1)延拓至整条曲线 7 W 上使得7垂直于 这些& 维平面 M fc ( T ). 考察曲线 7 ( r ) 
沿 R fc ( r ) 的方向的一个小的4维加厚” (见图 87). 在边界 r = 0，1 处，这个加 

厚则是沿着 W ^ y W ^ 的切平面进行的.此外，我们也对和沿标架 r " (二 寸， 
在上，= r ?， 在則^上）的第一个向童叫（即在上沿，在叫=上沿 m 12 ) 
加厚成 V ^ + \ V } +1 (见图 87) -并 V fc+l - V r kJhl U U ^ 1 U V 2 k+1 是一个 （fc + 1) 维流 
形，边界为 


dv k+1 =对 u w^u 

其中是连通的.加厚可以这样进行使得流形 v k +1 是光滑的（没有尖角点)，即 
流形是光滑的 . 



图 S7 图 SS 


标架场 r "- 1 = ( m 3 ,- - ,77 x n ), 它正交于和7,可以延拓至上成为 
在 R n + J , 中的法标架场.于是，我们面临下面的这种 局面： 已给定一个具边 
畀流形 c R nJhk 和它在 E n+fc 中的一个法标架场 r ^- 1 . 在边界上还有标架 
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产二 （ m n 产- 1 )，其中向量叫是边界 dV k +1 的内法向童，与 V fe +1 相切.于是，边 
界 （ m ^ +1 ， r n ) 是 J 5 T + fc 中的一个装配流形 * 

为完成证明我们需要下面的 

引理 23 丄 在上述条件下，装配流形 { dV k + \ r ^) 等价于零. 

证明考察 V ^ 1 上的数值函数 t ( x ), 其中在边界 dV ^ 1 t ( x ) = 0;在 V ^ 1 
内部4 > t (: r ) > 0. 我们这样来构造这个函数使得函数 tk ) 在积 V k ^ 1 x/C 5«+ fc x / 
中的图 ( x . tix )) 是一个光滑流形 C V k+1 x /,它在 i = 0时垂直地接近边界 
( 图 88). 我们来构造在 5-+^ X I 中垂直于 v k + l 的标架场户 . 先平凡地 
将标架场 r- 1 = ( m 2 ，…提升到 P + i 上： 将所有的向置 (j > 2 )从点 
' v € V k ^ 1 C R^ k x 0 平行移动到对应点无 e K fc+l C M n + k x 其中 S = ( a 办 )), 这 
样就得到 P + 1 上的标架场 r^ 1 = { m 2 - - 接着，我们在图 V ^ 1 C 0 十1 x / 
上构造向童场 mh 流形二 y^ 1 x J 和 V k ^ —起界定一个区域 f 7 C V k+l xL 
我们作一个在 V k ^ x I 中垂直于 y fc +1 且指向区域 C 7 的内部的单位向童场使 
得在 t = 0 时在 av ^ 1 ^ av ^ 1 x 0 = dv ^ 1 的点上这个向量场与 v ^ 1 沿边界 
P 单位内法向童叫重合.于是 s 这样所构造的带边界装配流形（0+ 1 ，户）有 
边界 ( dV k + \ r ^) - ( dv k ^\ r ^) c 这个边界本身作为装配流形 

等价于零，因为整个带边界装配流形在积空间 X 7中与底 t 二1不 
相交.引理证毕. 

由引理 23 il 可推出定理，因为 8 V k+i ( W ^ U 1^1) U 且具有对应的装配， 
其中是连通的.定理得证. 口 

2 . 纬垂映射 

在下面的内容中，我们要使用有关正交群的同伦群的下列结果： 

1) tti (50(2)) - 因为 SO (2)^ S 1 -, 

2) 7 T , (50(3))- Z 2) 因为 ^0(3) ^ 脫 P 3 (见 §2.2); 

3) ^ 3 (见第6章 §24.4); 

句当 i < n — 1时，包含同态 n ,( SO ( n ))^ 77 i ( SO(n + l)) 是同构，更一般地，如 
果 A / 是（复）维数4的任意流形，则当 i < n - 1时，由 SO ( n ) ^ SO(n + 1) 诱导 
的映射 [ M , SO { n )\ [ M , SO ( n - hl )] 是一个双方——对应.当 i n 、 1 时,包含同 
态 7 Ti ( SO ( n }} 7 Ti ( SO(n + 1 )) 和映射 [ Af ， SO ( n )] [ M , SO(n + l)j 是满同态（“到 
上”的映射 ） ，其中核 Ker ( U 当 n 为偶数时是无限阶的循环群，当 n 二2时这个事 
实是显然的， 一 般情形将在第6章中证明. 

我们己经知道维的紧光滑流形 A / 到 U 2k ^ 中的嵌入是 “ 不打结的' 其中 
q ^ 2. 这意味着，对于任何两个光滑嵌入/ : M — R 2A+ ^ >ff : M ^ % 

存在一族嵌入（“同痕”): A / — 舻叫 0 $ t 《！其中九=，力 = 夕 这一族嵌 
入可以视为一个柱体的光滑嵌入 F ■ M x I U 2k ^ x / (“同痕过程”)，它由公式 
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F ( x , t ) = ( Mx ^ x ) 定义，因为 M x J 可收缩为 MxO , 我们得到任 何一个 装配，即一 
个在 R 2k+C ^ 中垂直于 M 的标架场总可延拓成在 R 2k ^ x I 中垂直于 M xl 
的标架场 〒…. 因此，当 g > 2时，嵌入 M C 的方式不是重 要的： 所有的嵌 

入都可借助于同痕彼此转换. 

因此，装配流形 C (精确到等价性范围）的分类问题归结为问 

题:对给定的嵌入 M c R n + k 存在多少个装配？如果存在一个垂直的标架场 r ' 则任 
何具同一个定向的垂直标架场可以通过在每一点的一个旋转由 P 得出.于是，装配 
的集由 M — SO { n ) 的映射来刻画，这种对应并不是双方——的，因为 M — SO ( n ) 
的同伦的映射显然对应于等价的装配. 

这一切容许我们说：当^ + 2时，无论是嵌入 M c 还是装配的同伦 

类 M — SO ( n ) 都与 n 无关.为了给这个说法以精确的意义，我们定义所谓的纬垂 
同态仏〜料(沪） — 7 r n + fc +1 (5-+ 1 ). 纬垂同态的构造如下.假定在 R n+fe 中己给定 
k 维装配流形 （ M ， r n ), 考察嵌入 M C C R n+fc+1 ; 我们对标架场产再添加一 

个在中垂直于 R n + k 的向量 mo 并令 E ( M , r n ) - ( M , 鉴于在定 

理 23.1 揭示的自然的双方 一一 对应，这个过程事实上给出一个映 射五： n n + k ( S n ) - 
7 r n + fc +1 ( W + i ). 对带边界装配流形可类似地定义艮由上面所述可推出，当 n > fc + 2 
时，这个同态是同构： 


五： 7T n ^ k (S n ) - ^ +1 (^ +1 ) 7 n^k + 2. 

当 n = + 1时，我们有 

a ) 任何 fc 维闭流形 M 可以嵌入到中（惠特尼定理，见 §11.1); 

b ) 嵌入 M C M 2 ^ 1 的装配的同伦类的个数不少于嵌入 M C M 2k ^,q > 0,的 
装配同伦类的个数（试证之 0. 

由此导出，纬垂同态 


五 ：开狄 +1 (妒 + 1 ) — 7 T 处 +2 ( 妒+ 2 ) 


是满同态. 

按照普通的说法,讳垂映射£可以这样来定义：设 W + fc 是 ^ + fc +1 中的赤道， 
S n 则是 S nn 中的 赤道； 我们将赤道之间的映射/ : S n ^ k ^ S n 以自然简单的方式 
沿上、下半球面上的经线延拓成映射五/ : ^ +A+1 - 北极映射为北极，而南 

极则映射为南极. 

3.群 7 r n +1 (5 n ) 的计算 

我们将利用定理 23.1 和 23.2 来计算群 irn + iiS 71 ). 根据这些定理，每一个元 
7 T ft +1 (5") 可以用 R ^ 1 中一个连通的一维装配流形，即一个带有某个法标架场 
r n 的圆周 S l C ^ +1 来代表. 
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A. /I > 2 的情形，当 n > 2 时，所有的嵌入 W C 是同痕的，因而我们可 
以假定 W 实际上落在平面 R 2 二 中并由方程以尸+ (^ 2 ) 2 - 1给出.在圆 
周 h 5 】C M 2 C TR n — 1 中 5 我们有“平凡的”装配 Tf = ( m , e 3, e 4, … ， e n + i ), 其中 m 
是义在 R 2 中的外法向量 . ~ 是 U Ji ^ 中的基向量.偶给出了群 

的零元.这个圆周的任何别的装配可以通过标架的旋转切 — A(x)r^ 得到 T 其中 
6' A ㈤ € SO(n). 于是,我们有映射 r h A{x) (可以假定它是光滑的 ) T 

A : S 1 SO{n)， 

它代表了一个元 ㈤ G TCiiSOin)). 当 n > 2时，我们有 T !(50( n )) ^ Z 2 , 由此导出 
圆周义 上共有两个同伦装配类.因此，当 n > 2时，群包含的元的个数 
不大于 Z 事实上， V 上装配的等价类与基本群 ^(50(^)) 的元之间的对应是双方 

—— W . 

习题 23.1. 证明： 具有非平凡装配叶的装配圆周 { S \ tD 不等价于具平凡装 
配的圆周；9 1 . 

由这个3题和上面所做的论证可以推出 结论： 7 T rt + I (5 n ) 

B. n = 2 的情形 T 此时嵌入 # C ： 的方式似乎有着先天的重要性，因为存在 
各神结.我们只考察嵌入^ C R 2 C R ^ h 井像上面一样，具有平凡装配实际上, 
可以证明所有的装配圆周都等价于不打结的装配圆周.我们不去证明这个事实面简 
单地限于考察标准嵌入# c M 2 C 在上面精确定义的平凡装配给出群 7 r 3 ( S 2 ) 
中的零元.别的装配 P 由在每一点 .r e 乂的标架#经旋转4而得： 

A: S l 50(2) 2义 

因为 ^,(50(2)) ^ Z , 我们有无限多个装配类[糾 G 心(從>⑵) T 用整数编号为 r ( 2 m ” 
m e 1像上面一样，可以证明所有的装配流形彼此不等价. tt 3 (5 3 ) 中的加 
法运算在这些数上成立 

(氕‘ )） + ( s 1 ，％) 等价于 PV(U 

于是。群 7 T 3 ( S 2 ) 是无限群（第6章中将略为不同地证明 7 T 3 ( S 3 )- Z ). 

光滑映射 f ： S 3 ^ S 2 的霍普夫不变量 H ( f ) 定义 如下: 如果 yo , t/i ^ S 2 是正 
则点且 M =厂 1 (如)，恥=/-、仍)，则 H ( f ) = { M 0 , Ah } 是一个整数 （BP §15.4 中 
定义的原像的环绕系数)+试证： 7/( 义， rf m ) ) 二 m . 

■ 

习题 

23.2. 证钥： H(f) 是同伦不 变量； 对塞尔纤维化/ : S 3 — S 2 求 H(f)- 并证明 
//{[«,«]) 是偶数（见 §22.5). 

2 S . 3 •对中的元定义类似的霍普夫不变量并构造这些群的具有非 
平凡不变量的元. 
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23.4 .设 w 是球面炉的满足 f s 2 u ;= l 的体积元,并设/ :沪 — 妒是光滑映 
射.则球面 S 3 上的形式/»是正合的，即存在1 -形式 w 使得广(^) = dun (试 
证之!) . 证明数 r M A ^ 是整数且等于霍普夫不变量 H(f). 

4-群 x „ + 2(^ n ) 

在第6章中将证明 ^ 4 ( S 2 ) - tt 4 (5 3 ) - Z 2 l 实际上 rr 5 ( S 3 ) 也同构 于心. 我们这 
里讲述对“稳定的”情形 Ti > 3计算群 7 Tn ^( Sn 的方法. 

由于定理 23.2, 元 a G ^ 2 ( S n ) 可以用连通的装配曲面 ( M , r -) C 代表， 

这里 n + 2^6. 因此，嵌入 M c R n + 2 是不打结的-众所周知。定向曲面 M 就是具 0 
个柄的球面（见 [1]). 因此，不论选取怎样的嵌入,我们总可假定 M C R 3 C R n+2 , 这 
里在 R 3 上; c 4 =…= x n ^ 2 = 0. 存在平凡装配# = ( mi , e 4 , …， e n ^) y 其中爪 x 是 
MGK 3 的单位法向量， q 是，+ 2 中坐标轴的单位基向量，由引理23,1，偶 （ M , rf ) 
代表了群 7 r _ 2 (5^ 中的零元，因为场 ( e ^- - ^ 2 )= T ^~ 1 可以延拓到中一个 
由曲面 M c R 3 界定的区域 V 上. 

设给定曲面 MCR^C U n + 2 的一个非平凡装記 r ' 关于基#，这个装配形如 


= A ( X ) T ^, 

A \M ^ SO ( n ). 


我们考察群 ^( M ). 设元 7 n { M ) 由一个光滑嵌入的（自身不相交的）定向 
圆周炉 C M 代表， w 是炉在 M 中法向量场使得速度向童 r 与 m —起给出 M 
中的定向标架 ( r . m ), 

对于代表元 a e 7 n ( M ) 的这个嵌入圆周 S 1 c M ， 我们如下定义一个函数 
▲ 步 ( a ) eZ 2 , 称为 阿尔夫函教】 将装配限制于 PcM 上并考察装配流形 ( S ^ r^C 
R -+ 3 , 这里 r ^ 1 = 场 m 如上定义-装配流形 ( S ^ r ^ 1 ) 由定理 23.1 唯一地 

对应于 7 r n +2 (5 n +1 ) 中一个元.我们定义 <?( a ) € Z 2 为这个元在同构^ +2 (^ +1 )- 
Z 2 之下的像. 

习® 

23.5 -考察 a y 0 € 7 n ( Af 2 ), 设积 a /3 e 7 r !( M 2 ) 由圆周 S 1 C M 2 代表- 于是，成 


立公式 


^( a / 3 ) = 少 ( a ) + ^{( 3 ) + o ； 。0 ( 模2)， 


其中 a 。0代表 a 和0的圆周的相交指数（见 §15.1). 

23,6,设叫，…内，…為是（具3个柄的球面） M 3 2 上的一族圆周，它们 
代表群 7 Ti ( M ^) 的生成元，满足关系 aiftaf 1 - - a g ^ g a ~ 1 0 ~ l = 1- (我们注意，相 

交指数瑕如 ai 。％ = Sij.^ooLj = 0,沐。两=认）证明：和 0{ Mg y r ) = 

i=i 
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不依赖 于曲面上圆周 a . i ^ i 的选取1证明：等式 < f ( M ^, r ) - 0是存 在圆周 
ai ， … , cc g , B ] ，■- , /? y 满足 ^(«!) = ^( a 2 ) = ■ ■ = = 0的充要条件 ■ 

如果 a 是 tt ^ M ) 中满足 ^( a ) - Q 的非平凡元，则莫尔斯割补术可以将曲面 
M = M ! 改变成减少1个柄的曲面（即存在等价的亏格较小的装配曲面).割补是沿 
着圆周 a CM 进 行的； 为了在割补中存在亏格为 g - 1的具装配 < 且等价于原来 
的装配曲面的曲面条件蚵 a ) = 0是必要和充分的.实际上，我们考察“加厚” 
圆周的映射# :夕 x (- M ) — M , 其中 ^( dD 2 xQ )^-- aeM , 而线段 r x (-匕甸的 
像则是在 M 中 a 的长度为此的法向测地线段. 


考察三维光滑带边界流形 

W = (M y l )\ J ( D 2 (- e ^)), 

这里两片的粘合由映射$实现： 

屮： dD 2 x (― s ， e ) — M x 1. 

显然，3价二 （M x 0) U M + 且曲面 A € 的亏格等于 g - 1. 

现在将妒嵌入到 R ny2 x [0,1] 使得阶正交地接近边界 R n42 x 0和，+ 2 x 1 7 
此外 ； Wn ( R ^ 2 xO ) = M , IV n ( M^ +y 于是，原来的装配曲面 （ M ，—） 与 

具某个装配的的等价性的证明化为下面的习题， 

习题 23.7. M c R n ^' 2 上的装配 t * 能延拓到 W c R ^ 2 y [0, 1 ] 上当且仅当 

^(a) — 0. 

最后，我们注意到，对于球面沪 C IT + ' 任何装配都给出群 7 T n + 2 ( S n ) 的零元 T 
因为 7 T 2 ( SO ( n )) = 0 ( 见 §24,4), 于是，任何装配都同伦于平凡装配 

如果曲面的亏格9 2,则满足少 ( a ) = 0的 a 必定存在（这来自于习题23』所 
述的结果)-因此 T 作为割补的结果,我们或者得到给出零充的装配球面 (^, r 0 -) ? 或者 
得到具非平凡装配 r n 的装配环面户 cR 3 C (因为对于基元 a ，/? e ^( T 2 ) = 

m 我们将有 吵）= ^( p ) = u ^ op ^ i ). 可以证明具这种装配的环面实际上存 
在，但我们不去构造它. 

于是， n r ^ 2 ( S n ) - Z 2 . ： i 维和4维流形理论的进一步发展提供了使用这种方法 
计算群的可能性， 

我们再指出某些由复杂的代数方法得到的事实 . 

a ) 所有的群 w k ( S ^) 是具有有限多个生成元的交 换群; 所有的群除 
了 k — i)^\n = 2 i,k = 2 l — \ 的情瑕，都是有限群；群同构于群 Z 和有限 
群的和. 
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b ) 下表列出当 S 15时的“稳定” 


Z2 

T^i 

^24 


10 

11 

12 

13 


6 Z 2 14 

7 Z 2 40 15 
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§24,纤维丛的同伦理论 


1. 光滑纤维丛的概念 

一个光滑纤维丛是一个复合对象，包括： 

a ) 丛空问——光滑流形五； 

b ) 底空间光滑流形 M ; 

c ) 射影 -- 光滑映射它的微分在每一点都有极大秩 n = dim M ; 

d ) 纤维光滑流形 F ; 

e ) 结构群 纤维 F 上的光滑变换群 G ; 

f ) 纤 维丛的 结构： 底空间 M 被一组区域 c M 覆盖，在的完全原像中由 
满足押二工 ， T € Uc^y e F 的微分同胚 ip a ： F xU a — P _1 ( f 7 0 ) 引入直积的坐 
标.（区域称为纤维丛的坐 标邻域 .） 变换入 w = % V 。： F X — F x U af3 , 其中 
U a & = U a nU f3 , 称为纤维丛的转 移函数 （粘 合函教). 转移函数可以记成 = 
( T ^( x ) y , x ). 并 要求： 对任意的 a , 0和; r , 变换 T n ^( x ) : F ^ F 由群 G 中元完成. 
于是，转移函数 决定了一个从 U # 到群 G 的光滑映射： 

T 邙 •• U ctf3 一 G，x ^ T nr \x). 

由 T ^( x ) 的定义，我们得到 


二 (T 伽 ) 




( 1 ) 


(后面的等式在3个区域的交 U (k nu 0 nu ^^ 上成立)+所有这一切一起刻画了 

光滑纤维丛的结构. 
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最简单的纤维丛例子是两个流形的直积到第一个因子的射影且结构群为平凡群+ 
这种纤维丛称为平凡丛. 

在纤维丛中特别重要的是主丛和向量丛. 

主丛是这样定 义的； 纤维 F 重合于结构群群 G 在纤维 F 三 G 上的作用即 
右平移 : G 一 G 7 R 3 ( x ) = xg , 成立下面的 

定理 24.1. 主丛可通过群 G 在流形五上的光滑自由左作用得到,其中群 G 的 
轨道与底空间 M 的点成自然的双方-的对应， 

注回想 一下, 光滑地依赖于两个变元 y ) 的作用 ( g , y )^ g ( y ) (y eE . gGG ) 
称为 G 在 E 上的光滑左作用.此时还要求： 1) 轨道是彼此一致邻近的； 2) 在每一点 
yo ^ E 存在充分小的光滑的^维0 = dim M ) 圆盘 I ??, 它与 G 的轨道不相切并与 
所有邻近的轨道相交且每一条只交于一个点（图 89). 作用称为自由的，如果对每个 

V ^ E 成立分 ( y ) =仏则= L 



S 89 




C^R 


轨道不是彼此 
一致邻近的 

c ) 


以前（见第4章）我们只考察过这种情 形：群 G 是离散群，£和 M 是同为 ri 维 
的流形,面群 G 的轨道是离散点集.显然，前面的补充条件在这里是成立的 7 因为每 
个点 y G G £ 存在邻域它不包含同一个轨道上别的点并且在每一条充分邻近的 
轨道上只取出一个点. 

定理 24.1 的证明我们利用这个 事实： 右作用与左作用可交换： R 91 L gs ( y ) = 
L g ^ R gi ( y ) = g 2 V 9 i - 对每一个坐标邻域我们用公式 

L gi(9^^) = {9i9^) 

定义 G 在 G >: f / a 上的（左） 作用， 微分同胚 ^ Q : GxU a ^ p - 1 ^) (见纤维丛结 
构的定义）将这个作用带到区域 p - n %) 中，我们在交 = U a nU 0 上来验证这 
个定义的合理性.严格地说，在区域上我们有左移动的两个定义： 

p -\ U &0 ) 

P~\U^) ^UGxU^^Gx U a 0 ^p l (U aP ). 

必须证明对任何点 V G p - 1 ^), 

^ a L gi <p~ l (y) = ip0L gi ip^ l {y). 
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两边同时作用我们将它变换成 

^ oc ^ L gi ^ p a 1 ( y ) — Lg t ^ p ^ 1 ( y ), 

但是后面这个等式可从右平移与左平移的可交换性 推出： L g ^ & = 和 

于是，在每个区域 P - D 中定义了 G 的左作用，它们是相容 
的-显然，这个作用是自由的.定理得证. □ 

于是 ； 所有的主丛可由群 G 在流形上的自由作用得到. 

具任意纤维 F 的纤维丛结构本质上只由“转移函数” 或者说 ^ 由满足简单 

条件⑴的映射 : U a 0 ^ G 决定.于是，纤维并不 重要： 如果给定群 G 作为别 
的纤维尸的光滑变换群的表示 T 那么就可以由任何的具结构群 G 和纤维 F 的纤维 
从构造出纤维为尸的纤维丛，只要仍取相同的转移函数了〜 3 : 不过这时 

<7表示为 P 的变换.这样所得的纤维丛称为原纤维丛的伴随丛.特别，总可将转移 
函数表示为群 G 本身的右平移并构造一个原纤维丛的伴随主丛. 我们得到 结论: 

任何纤维丛总可作为某个主丛的伴随丛得到.因此，纤维丛的分类问题归结为 
主丛的分类问题. 

重要的若干类例子 1 

(1) 覆叠（空间）这里纤维 F 是离散的（点集)，群 G 是覆叠的单值群.在覆叠 
情形下的主丛称 为正则 覆叠； 它们由离散群 G = a (7 Vi ( M )) 在丛空间上的作用决定. 
覆叠的例子见第4章§18和 §19. 

(2) 向 f 丛（见 §7.1) 向量丛是一类重要的纤维丛 7 它的纤维 F 是 R ' 群 G 作 
为群 GL ( n , U ) 的子群作用在 F 上，自然地可区分出：正交向董丛 （G C G ( n )), 复向 
董丛 （F = C ' G C GL ( n , C )), 特别有酉向董丛 （G c U ( n )). 

(3) 与切丛有关的纤维丛 如果 M 是光滑的 n 维流形， 则 自然地可定义 n 标架 

丛 p : — M ， 其中流形 E 的点是由点 .T G A / 和点^处的非退化的^切标架 r T1 组 

成的偶 ( x , r n ). 这里纤维 F 及结构群 （7 重合（从而是一个主丛)，且 G = GL ( n , W ). 
群 GL ( n ,^) 的作用以自然的方式确定：如果 A C CX ( n ， M ), e 私贝 IJ 

A ( x ，）= (%Ad 

如果在流形上已给定黎曼度量（阳) ， 则可区分出正交标 架类； 从而自然有结构群为 
O ( n ) 的主从 — M + 如果流形是可定向的，则可以引入定向标架类 、 从而有结构 
群为 SO ( n ) 的主标架丛 E so M . 如果 M 是复^维流形，则可定义复标架和结 
构群为 GL{7i,C) 的纤维从 Ec — A 厂而如果 M 上己给定埃尔米特度量，则可定义 
结构群为 U ( n ) 的纤维丛五^ — M , 所有这些纤维丛都是不同类型的切丛的主丛. 

在第1章 V ,1中描述的其他的与切丛有关的流形也是纤维丛，它们是上面列举 
的主丛的伴随丛 + 其中熟知的具有下列的纤维： 

a) F = TR n ; 
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b ) F = 5-- 1 (单位向量或射 线)； 

c) F = RP ^- 1 (直线或方 向)； 

d ) F = V n ^ k (R n 中的正交 fc 标 架)； 

e) F- A fc (R n 广 （反称形 式)； 

f) P = ® (R n )* ® ■■⑭ ( R n )* (张童 ）■ 

(4) 齐性空间对于李群 G 和它的一个子群 H 可以定义（见 §5) 右陪集类组成 
的齐性空间 


M = G / H . 

我们有射影 p : O ^ M 及纤维 HCO , 其中子群 H 自由地左作用在群 G 上 


g^hg (ge G t he H ). 


群 H 的轨道是右陪集也就是底空间的点.于是，齐性空间是主丛的底空间.在第4 
章中我们已经考察过一系列齐性空间的例子. 

(5) 子流形的法丛设 n 维流形 M 光滑嵌入于一个具黎曼度量的 （n + fc) 维流 
形（例如欧几里得空间).法（向量）丛的点是由 r e M 和 M 在点 z 处的法向量 r 
组成的偶 ( x } t ), 群 G 是 O(k ), 纤维 F 则是 K fc . 

在某些情形中，纤维为 F 的光滑纤维丛 p:E^M 的结构群不起实质性作用. 
在这种情形，“转移函数” 可以取为任意的 F — F 的微分同胚.此时我们说纤 

维丛的结构群是纤维 F 到自身的所有光滑变换（微分同胚）组成的群.这个群记为 
diff F . 它有一个保持定向的微分同胚组成的子群 diS + F . 

可以自然地定义一个纤维丛到另一个纤维丛的 映射 . 设 （ E ， M， P - ■: E — M , F , G) 
和 ( E \ M \ p f : E f ^ M \ F , G ) 是两个具有同一个结构群 G 和同一个纤维 F 的纤 
维丛. 

定义 24,1. 丛空间的映射 f ： E -^ E f 称为一个（纤维） 丛映射， 如果它保持纤 
维丛的结构，^卩 如果： _ 

a) 映射尸保持纤维，即〆/ =加其中厂 M — AT 是底空间之间的某个 
' 映射（映射/由这个要求唯一决定)； 

b) 在每一个纤维上，映射 / F : F F 是一个属于结构群 G 的变换.精 
确地说，其意义 如下： 在坐标邻域 U a <z M 上己给定微分同胚 ip a : FxU a ^ 

C E , 而在坐标邻域％, C 上已给定微分同胚 心 ' F x U ， $! — 

P ，- 1 叫 因此，在 E 域 W &0/ = U a n f - 1 叫 )上我们有映射 

Fx 〜上 〆 队 ) 丄 p r ~\U ^) ㈤ 1 卩 x %， 

它对每个点 r 按 规则： (y, x ) ^ ( T y , f ( x )) 作用，其中是纤维 F 

的某个变換.条件 b) 则断定这个变换： T (在前面记为 / F ) 应属于结构群 G, 


§24. 纤维丛的同伦理论 


• 167 • 


定义 24.2. 两个具有公共底空间= Af 的纤维丛之间的一个映射称为一个 
等价的（纤维）丛映射，如果所诱导的底空间的映射是恒等映射. 

在后面.我们将考察纤维丛关于这个等价性关系的分类问题，特别是某些特殊 
情形（例如，底空间是球面).我们将证明所有的底空间为圆盘 ( 或的纤维丛 
都是等价于平凡从的直积， 

2,联络 

我们现在引入纤维丛的联络的概念，设丛空间为五，底空间为射影为: 
E ^ M , 纤维为 P 以及结构群为 a 我们首先弃用结构群（这等价于我们将假定纤 
维丛的结构群是纤维 F 的所有微分同胚所成的群而不是 G ). 

直观上 5 具联络的纤维丛可以这样来表示：给定一族空间 { F ^ 它们依赖于其 
值取遍底空间 M 中点的参数％所有的纤维的并五= IJ 巧代表“丛空间”本身.底 

空间 M 中的每一条路径 7 ⑴^ 给出纤维 F 沿％ 从始点到终点的“平行移 

动”，即映射 （微 分同胚 J 

: > 1 ' — ; y(b) - 

自然地 要眾： 

1) ^连续依赖于路径7; 

2) 沪 m 如果路径 7 是常路径，则映射是恒等映 

射； 

3} ^与路径的参数化无关. 

我们现在叙述给出这族变换/ (联络）的方法. 

定义 24*3* 如下的一个分布称为（无群 G 的）一般型 联络： 这个分布在空间五 
的每一点 W 处指定一个光滑依赖于点 yeE 的且与过点 y 的纤维横截的 n 维 
(n - dim M ) 切方向（即在射影 p : E -^ M 诱导的切空间映射之下，该切方向 
在底空间 Af 上的射影非退 化)， 这个切方向称为联络的水平方向.丑中的一条光 
滑曲线^ ^⑴称为水平曲线，如果它的切向量对一切 t 都属于点^⑴处的水 

平方向. 

引理 24.1. 任何光滑纤维丛都具有一般型 联络. 

证明我们假设在空间五上给定黎曼度量 ( p ^), 由于第2章的定理它总是存在 
的.在每个点 peE 处与纤维正交的^维方向就构成联络.引理得证. 口 

引理 24.2, 如果在具紧纤维 F 的纤维丛 ( E ' M ， p 、 F ) 中给定一个一般型联络， 
则对底空间 M 中任何一条光滑曲线段 7 ⑷,0 和满足 p ( Vo ) = 7 (0)的 

任意一点如€尽只存在一条丑中的水平曲线 〒⑴ 覆叠 7 ⑷，即使得 jn ( t ) = 

7(0, 5(0) 二 y … 
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证明 我们考察曲线的一段短的可以假定其自身不相交的光滑曲线段丄 
在曲线段5上，完全原像 p -^(6) 本身可代表一个光滑纤维丛 7 纤维为 R 底空间为 
&从空间为说= P - 1 ⑷.纤维丛五中联络的水平方向在上的纤维丛扮中生成 
(或者区分出） 一 个一维的水平方向.考察这个水平方向在空间及= p ~ l (5 ) 中的积 
分曲线.所有的这些积分曲线都是水平曲线.引理的结论可从给定初始点的积分曲线 
的存在性和唯一性 推出； 剩下要做的只是将上面的论证逐个地（有限次）应用到覆盖 
曲线7的曲线段（在这里纤维的紧性是本质的，因为否则有可能积分曲线会无限次 
游弋). 

注对于非紧的纤维，引理 24.2 可以是不对的+在构造一般型联络时必须十分 
当心才能使水平曲线不会无限次游弋.对于将结构群 G 考虑进去的微分几何的联络 
(见下面 § 25 . 1 ), 这个引理是成立的， 

于是 t 设给定一个具一般型联络和紧纤维的光滑纤维丛（或者虽然 纤维厂 非紧， 
但满足条件，使得对于这个联络引理24+2对底流形 M 中任何分段光滑曲线7⑷ 
成立)，则由于引理 24 . 2 , 对于任意分段光滑路径 7 (*)^ 可定义一个从点 

= 7 ( a ) 上的纤维到点 n = 7 (W 上的纤维的映射： 


(因为水平曲线光滑依赖于 起点； 见引理24,2的证明；对每一点如€ F x „^( y Q ) 
7(&)是一个光滑映射)，显然，映射％与路备7的参数无关且 


= 外 1外2， ^ T -1 = (^) 1 - 


这个映射称为联 络生成的纤维的平行移动. 相比较而言，对应于每一条路径7指定 
一个纤维到纤维的满足上面所列性质的 变换外 则称为一 个柚象 联络.特别有，每 
-条始点和终点为同一点抑的路径7就定义了丹空间叫抑, M ) (见 §22.4) 到群 

F 的一个同态： 


<p : fi(xo, M) G — diff 

_ 

7 I—► l F ^ F. 

群 G 中的像 ^( J ?) 称为所给联络的 完整群 （又 称和乐群)， 它是单值群概念的推广. 
定义 24.4. 对具结构群的纤维丛，如果丛空间 S 中的一族水平方向使得所 
有的平行移动化都属于结构群 G 则这族水平方向称为 G 联络（或 与群 G 相 
容的联 络)- 

(纤维丛的 G 联络的存在性将在本章§25中证明，见引理 25.20 

在实践中，具联络的纤维丛的结构群通常就是它的完整群，下一节中将给出 f ? 
联络的整体构造和微分几何学的刻画+ 
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3. 借助于纤维丛计算同伦群 

定理 24.2. 任何具紧纤维的光滑纤维丛关于任意流形 KRK 到底流形 M 和 
丛空间£的分段光滑映射和同伦具有覆叠同伦性质. 


f 明设分段光滑同伦 — M 在 t = 0 时被映射 J 0 : KkO ^ E 覆叠， 
即 PA == ^Ifcxu - U 由引理 24.1, 可以在纤维丛中给定一个一般型联络.根据引理 
24.2, 这个联络对每一条（由点在底流形 M 的运动产生的）分段光滑路径7可通过 
确定的方式用 S 中的道路覆叠，而覆叠道路连续地依赖于路径7和覆叠的起点.由 
此，定理从引理24+1和 24.2 推得. □ 

推论1同伦群 7 T ) (私 F ; yo ) 与是同构的，其中邱= 〆 加)，且序列 

- - n^(F) -KjiB) iYj{E,F) ^ -7Tj-.i(F ) —… 

P 入 \l 

^j(M) 

是正合的. 

由 §22 中命题，推论可从定理 24.2 推出， 

注我们给出同 态心〜 ( A /) — 的另一种不使用相对同伦群的构造方 

法-设/ : — A / 是将圆盘的边界 W - 1 映射为一点抑的映射，它代表一个元 
aen n ( M , x 0 ). 我们将圆盘边界上一固定点即和边界 W - 1 的另一个任意点 a 用弦 
[ a 0? aj 连接起来.于是 /[ a 0 , aj 是 M 中起点与终点均为点邱的一条闭道.我们将这 
条闭道提升到丛空间中使得它以点如为起点，这里 p ( y Q ) = 3： 0 . 这条提升道路的终 
点将是纤维 F = p ^ 1 ^) 中的某个点 L 令 /( a ) = h 我们得到映射/: — K 

习歴 24.1. 证明： 所构造的映射/:^- 1 -^ F 的同伦类重合于加，其中 a 是 
前面在纤维从正合序列中定义的边缘同态. 

特别从边缘同态的定义中 导出： 对于平凡从 7 同态3是零同态（试证之 

现在我们应用纤维丛正合序列来计算某些同伦群，我们记得在第5章中（见 
§22), 已从这种正合序列中提取了关于覆叠空间和闭路空间的同伦群的一些信息. 

例 24.1. 考察简单的主丛： 

a ) RP 3 ^ ^0(3) ^ S 2 (纤维 5^0(2) ^ ^ 1 ); 

b ) S s ^ 6^(2) S 2 (纤维 S '). 

主丛 a ) 本身是球面炉上的单位 切从； 它也可解释为具齐性底流形的主丛 SO (3) 
— SO (3)/ SO (2) ^ S 2 (见习题 24.1). 类似地，纤维丛 b ) 可描述为纤维丛 517(2) ^ 
SU {2)/ U ( l )^ S ^ 其中 U ( l ) ft SU (2) 中等同于对角阵子群.纤维丛 b ) 称为霍普夫 
纤维化(或霍普夫丛），回想一下（见 §22), 当 j > 1时 tt )( RP 3 ) 和是同一个 
群，结杲,从同怆群的角度看,纤维丛 a ) 和 b ) 给出的信息是相同的.考察纤维丛 b) t 
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并考虑到等式（觅 §21)： 

2 A 当 n > 1， 

[ irjiS 1 ) = 0 ? 当 j > 1. 

我们写出纤维丛 b ) 的正合同伦 序列： 

…—^(^ 1 ) ^(^ 3 ) ^ ^(^ 2 ) 4 ■" 

因为当 j > 2时，^{^ 1 ) = = 0,所以有正合序列 

0 — ^j{S 3 ) ^ 5 ( 5 ^) — 0 (_?■ > 2 )， 

和 Xj (5 3 } ^ 对一切的 :> 2* 特别有 tt 3 (5 3 ) t St ^ 3 (^ 2 )- 

例 24.2, 广义霍普夫丛 

V ： S 2n+1 CP " (纤维尸= S 1 ), 

它的定义 如下； 我们用复方程 g | q | 2 = 1在 R 2n+2 (= €" +1 ) 中给出球面炉"+ 1 . 
群在这个球面上的作用形 

z p (z ^ (z 0j ■ " Jn) e S 2 n ^\e^ e S 1 ). 

根据 € P - 的定义，这个作用的轨道组成 CP -. 如我们所知， 

当 j > l ， 以及〜(5加 +1 ) = 0,当 g <2 n + l . 

从纤维丛正合序列可得 

7 T 2( CP n ) - Z . TT ^ CP ")- ^ j ( S 2n ^ 1 ), 当 j > 2. 

特别有77 2 „+1(€^) - Z (试证之!) . 

例 24.3. n 维球面的切 n - 标架丛.这是一个主丛 

a ) SO(n + 1) — SO ( n-h l )/ SO ( n ) ^ 5" (纤维为 SO ( n )) } 底流形是齐性空间). 
我们还考虑相伴的 fc - 标架丛. 

b ) V n+M ^ S n (纤维为 V nik ). 

回想一下是 n 维空间中的正交 fc - 标架组成的流形， y n + i ^ +1 ^ SO(n + 
l )/ SO ( n - k ^ l ). 当 A : 二1时,我们得到纤维丛 V n , 2 — >5' 它的纤维为 K ，！ 兰 W - 1 ， 

是一个单位切向童丛. 

我们先考察纤维丛岣的同伦序列： 


14 1 


— 7Tj +1 {5 n ) ^ 7Tj(50{n)) 7Tj(50(n + l))^ ^{5") ^ 


m 4 4 
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当 j < n - 1 时， (利用 7 r t ( S m ) = 0,当 i < m ，见 §21 丄）我们得到 ^ 3 { SO { n )) - 
^(50{« + 1)) + 

另一方面， 当 j = n — 1 时成立 

- ir ^ SOin )) h ^(SOin + l ))^ %—“#)■ 

I? II 

% 0 

由此可得，当 j n - 1 时同态是满同态（即“到上 的，’ 映射)，并有循环核 
d ( n n ( S ^ 如果球面的切丛是平凡丛，例如当 n = 3时就是这种情形（因 
为以可以陚予群结构而成为一个李群)，则同态0也是平凡的.因此，拓扑上 
SO ⑷二 SO(3) x 炉且 ^(50(4)) - ^(^ 3 )^^(,^0(3)}. 

我们将使用定理24,2来诬明卜面的命题，在§23中曾用到过这个命题. 

命题 24.1 •设 M 是维数 g 的流形.如果 q<n ， 则每一个 Af — SO{n + 1) 的 
映射都同怆于一个 M — SO{n) C 50(/1+1) 的 映射； 如果 q c n - h 则包含映 
射 SO(n) ^ SO(n+l) 决定了一个双方——的对应. 

证明设 （? < n . 考察映射/; M — SO(n + 1). 于是，射影 f =pf : M ^ S n 
可收缩为一点，也即存在同伦戶= {/,} (A = /) 将映射/形变为映射 h ： M 
SO (7 i ) = p - Hso ). 命题的第^部分得证. 

^q<n-l, 并设 /o,/i : SO(n) 是两个在 SO(n + l) 中同伦的映射 T 其同 
怆为 F:My<I ^ SO(n + l). 射影 Fspf : MxI^S n 将边界 （Af xO ) U(Mx 1) 
映射为一点却 e SR. 考察映射 P F = F=0 o 在底流形中到常值为卽的映射的 
一个同伦色，且在这个同伦过程中两个底柱 M x 0和 M x 1保持不动（即都映射为 
点邱)，这样的同伦是存在的，因为 M x I 的维数 g + 1 < n.SO(n + 1) 中的覆叠同 
怆屯当 t = 1时给出石和 A 在纤维 SO(n)=p^( So ) 中的同伦.由此及命题的第 
一部分就可导出所寻求的双方 一 一对应 + 命题得诬+ □ 

现在我们考察纤维为的纤维丛 b ), 先研究= 1的 情形； 

P - V n+1 ， 2 — W (纤维 y ^+ i ), 

纤维丛 b ) 的正合序列形如 

■ ■上 ^ 时口 ) — ^_!(^) 一 ■- 

因为当 X n - 1时= 0二我们得到 


504+1,2) =0,当 > <1， 
7 r n _!(^ + lT 2 ) 是循环群. 




• L 72 * 


第六韋光滑纡维丛 


如果 ：/■ = n ， 则 7 Tj (^)- - = 0,且我们有正合序列 

'd j n(w- 1 ) — nU — o. 

u I ， 

Z Z 


我们来找同态&为此，考察球面 W 上的一个恰有一个奇点&的切向童场 U 根 
据§15的结果，这个奇点的指标当 n 为偶数时等于2,而当 n 为奇数时等于零).这 

个向童场定义了一个映射/: S n \{ s Q } ^ D n ^ V n + U 2 t 它由公式/⑺= ( t , 给 

定，其中 t 是中的单 g 向童.显然，映射 p /= 厂 P W 的度等于+1，且 
f ( dD n ) ^ s 0 . 请读者证明:/的闭包在边界上的限制映射 f : dD n ^ V n ,i ^ 的 
度等于向童场^在奇点处的指标.由同态3的上述直接的构造 T 我们得到同态0是 
恒等同态乘上一个整数，这个整数等于向置场 f 在点 s 0 处的指标.由此 导出： 


7r n ^(S n - l )/d7r n (S n )^ 


[%, 如果 n 是奇数， 
\z 2t 如果 n 是偶数. 


最后就成立 


相继地考察纤维丛 


7 Tn - l (^ n + l ,2) 


Z ， 如果 n 是奇数 
Z 3 , 如果 n 是偶数 


^{ Vn ^ ia )=0 当 j <n —1. 


P : ^n+ 1^+1 


―^ 


s " (纤维为 


由正合序列可得 


TTj ( T 4 i + L , fc + l ) — 0 当 j < n - k 、 
^( Vn + l ^ l ) 是循环群（试证之!) . 


类似地对酉群和辛群考察球面上的纤维丛: 


f /( n )— 炉- 1 (纤维为 C/(n - 1)), 

Sp ( n ) S 471 ^ 1 (纤维为 Sp(n - 1)). 

(这里如 §5.2 中注意到的那样，球面可以实现为齐性空间- 1).) 由 
第一个纤维丛容易推得 


7Vj(U(n)) ^ 7Tj(r/(n — 1)) 当 ）< 2n - 2, 
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而由第二个纤维丛的正合序列则可得 

7 Tj ( Sp ( n )) ^ 1)) 当 J < 4ti — 2. 

因此，群 ^ j ( SO { rL )), 当 〜1 时，群 t : 3 ( U ( u )), 当 y < 2 tz - 2时以及群 7 Tj { Sp { n )}, 
当 j < to - 2 时均与 n 无关； 它们分别记为 ^ 3 { SO )^ j { U ) 以及 ^( Sp ) 并称为穗定 
同伦群. 

例 24.4. 现在考察具 g 个柄的可定向曲面上的单位 切丛： 


p : E — (纤维为 6 Tl ). 

流形五的点可表示为 r )， 其屮$ e r 是点$处的单位切向量.当$ = 0时, 
我们知道 50(3). 当 3 二1时，我们有£： ^ x M | - 5 1 x T £ = T 3 . 因此，我 
们考察非平凡的^ ^ 2 的情形，此时我们的纤维丛的正合序列形如 

… 4 TT^S 1 ) ^ ^i(E) TZi^S 1 ) — . ■ + 

如果 i > 1，则 TTiiS 1 ) - n t ( Ml ) - 0, 这是因 为巧和 Mg 的万有覆叠是可缩空间.因 
此 ，当； > 1时 7 7 ^)= 0 . 当；=1时有正合序列 

0^ in ( M 0 2 ) — 0. 

( 2 ) 

Z 


我们用 t 表示群的自然生成元，而用 ai ,-- , b g 表示群 7 Ti ( A /^) 


的典范生 成元； 后者满足关系 

^ > - agbga ^ b ^ 1 = 1. 

路径 a ^ b , 形成曲面的“典范切割” ; 这种切割的结果将曲 
面转化为一个知边形(图90,参见图 61/ T 6). 令= r € 
^ i (^) 并在中选取元〜,… , a g Mr - , b g 满足仏(巧）二 
aj . p ^ h ) = bj . 因为序列⑺是正合的，所以群 i + (^(^)) 是 

心( 五 ）中的正规除子.群 th 由生成元六巧 ，匕 生成，它们满 
足 关系： 



a 2 


1) a/faj 1 二产 : 

2) b ? rbj 1 =： r ^; 


图 90 


3) ai^ia^" 1 ^ * * - agb^a^bg 1 = . 

(我们下面证明 aj=ftj = l . y ^ 2 ^ 2 g .) 事实上，关系 1) 和 2) 可由 UMS 1 )) 是正 
规除子推得，关系 3) 则由 


p ^( aib 1 a ^ l b 1 ^ - - agbga^bg ") 


1 


* 174 - 


第六章光滑纤维丛 


推得. 

现在来证明所有的％和巧都等于1，事实上，甶§17.2,内自同构% 1 
是通过（代表 ^( E ) 中元7的）纤维#沿路径~ = p ㈤ 在底空间中的平移 
来实现的.甶于曲面 A 4 2 的可定向性,我们这样得到的纤维屮到自身上的微分同胚 
是保持定向的，因此所有的~都等于1，类似地，所有的 ft 也等于 1. 

再来证明7 = 2-卽 .（ 在上）我们给定一个只有一个零点： r 0 的向量场 ^ x 0 
不位于任何路径％和匕上令 n ( T ) := |||，当 : c 一; r 0 . 在曲面上挖去 一 个中 

心为 x 0 的小圆盘 D ( 图 90), 向量场 n 定义了一个映射 K = Q 4 ff - V ^ S t XI -, 
( Xi n ( x)l 这个映射给出了积路径与圆盘 Z > 的边界的像之间的一个同伦: 

aibia ^ 1 ^ 1 - agbga ^ bg 1 ^ n\ dD ^ T 7 . 

这里路径％，5, € ^(五）由路径 a , 通过向量场71在空间五中的提升决定.由此 
导出，7等于边界的由向童场 nl 扣 给出的髙斯映射的度，它按照定义 （§14.4) 就 
是奇点抑的指标.根据霍普夫定理，这个指标等于2 - 2 5; 由此可得7 = 2 - 2分. 

例 24.5. 我们来考察一个特例—— 霍普夫 W 元數纤维丛 .在 R 4n+4 中引入 
(n + 1) 维的四元数空间 HT + 1 的结构，四元数坐标为如， • ■ ，‘在这个坐标系中， 
球面甶方程史1如| 2 = 1给定.单位四元数 \ q \ = 1组成的群 517(2) = 

Sp ( l ) ^ 在这个球上的（左）作 用为： 

分 ( g 。，.. ' , Q n ) =(四0，...，时 rt ). 

作为定义，商空间 S ^ s / SU (2) 就是四元数射影空间 HP " (见习題 2.6). 我们得到 
群 SU {2 ) 的主丛和射影 

5 4n+3 — S An+Z fSU{2) ^ HP" 1 . 

当 n = 1时，我们有 HP 1 ^ (试证之!) . 而我们的纤维丛成为“霍普夫四元数纤维 

丛” 

s 7 (纤维为炉; I . 

这个纤维丛的正合序列可分割成下列形式的片段 

0 — ^i(S 7 ) — > ^(S 4 ) — ^ 7r*_i(5 3 ) ^ 0 

(同态 MS 3 )^^ 7 ) 是平凡的，因为纤维妒到 f 中的嵌入同伦于常值映射).结 
果， 7 T 7 (^) 是无限群. 
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4. 纤维丛的分类 


我们首先考察格拉斯曼流形及其类似流形上的主丛（见 §5.2)； 

a ) ^ G n ' k (纤维为 G ( k ) h 这里仏，&是]^中过原点的维平面所成的流 
取射影是通过将和分别实现为齐性空间 O ⑻ fc ) 和 0( n )/(0{ k)x 
0( n - k )) 来给 出的； 

b ) K ，* — (纤维为 SO ( k )), 这里 5^ 是 F 中过坐标原点的 A : 维定向平 
面所成的流形（流形^是的二重覆 叠)； 

c ) V； c fc ^(纤维为 U ( k ))， 这里是中过坐标原点的维平面所成 
的流形，是 C " 中的酉 A 标架所成的流 Jg ; 

d ) V^ k - G^ k (纤维为 $ p ( n )) : 这里是，中过绝标原点的 A 维四元数 
平面所成^流形，是四元数正交 A ： 标架所成的流形. 

由例 24.3 的结 i T 我们有 

%( 心）； 0 当 j < n - k ， 

^(^)=0 当， /<2 (n —/0, (3) 

当 j < A ( n - fc ). 

设 Ar 固定而 n — oo (空间变成无穷维)，如果 n 2 00, 则由⑶导出对于 
和所有的同伦群等于零（试证明这些空间是可缩的). ^ 

g 义 24,5, 具结构群的主丛 E — B c (这里容许“无穷维流形”）称为群 G 
的万有丛, 如果£：是可缩的（或等价地,所有的群 nj ( E ) 等于零 ).( 可以证明群 G 
的万有丛总存在,它的底流形除一个同伦等价外是唯一决定的. ） 如果 ^(£)-0, 
当 X n + 1,则此纤维从称为 的 n 万有丛. 

这个概念的重要性由分类定理确立（我们将介绍这个定理而不加证 明)： 具给定 
底流形 M 和结构群 G 的纤维丛的等价类集合重合于底流形 M 到的万有丛的底 
流形价的映射同伦等价类集合设小（如果 dim M < n , 则可用的 n 方有丛 
的底流形代替 B G .) 

事实上，具结构群 G 和底 M 的每一个主丛可通过一个映射/ : M — 作 
为诱导丛而得到.我们来定义这个重要的概念.设给定纤维为 P 和结构群为 G 
的纤维丛 p . E ^ M 以及映射 f : M f M . 我们来构造一个具同样纤维 P 
和结构群 G 的纤维丛 p f : E f 它称为纤维丛 p , E ^ M 对应于映射/ 

的诱导丛.我们假定纤维从 P ■■ E — M 的结构由覆盖 M = UK 和转移函数 

乂邱 : Fx — FxU ^ U ^ 3 = U a nUf 3, 给出. （对应于映射 / : iUT ' M 的）具纤维 
^和结构群 G 的诱导丛如下定义: C /；； = f ~ L ( U ^- 转移函数 y ai 3 ： FxU ^ 0 ^ FxU ^ 
由公式 


^{ V ^) = { T f ^{ x ) y , x) y yeF , 
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定义（即区域 C M ' 和函数;被定义为纤维丛 V '• E — M 的结构中对应部分 
的完全原像 )* 这个新的纤维丛 M t 和它到原有纤维丛的映射 P E 覆叠 
底流形上所给定的映射 

现在转向分类定理 * 球面 P 上（具结构群 G ) 的纤维丛的分类问题归结为决定 
集 [S^ B g ] (这里%是 G 的万有丛的底流形）或者说归结为决定同伦群 7r q (Ba)； 
对于 G^O(k),SO{k),U(k),Sp(k ), 我们有 B G = G^ kj d oo ^G^ 0ky G^ 

TTj ( Goo . it ) ^ ^j(Gn.k ) 当 j t 

TTjiGoo^} — ^j{O nf k ) 当 J. < 打一左， 

- ^A^,k ) 当 j < 2(/1 _ A), 

2 当； < ♦ - AO - 

习题 24.2* 利用万有丛的正合序列 证明： 一般地有同构 ^( G ) - 〜 +1 ( S G ), 特 
别有： 

7Tj(SO(k)) 

7 Tj ( SK ^)) 

最后，我们考察一些简单的例子. 

例24,6, G = 0(1) ^ Z 2 ; 


B g = lim {S n /Z 2 )= lim 股严 =EP°°. 

我们有 7 n ( RP *) - Z 2 以及 7rj(RP°°) 二 0, 当 j > 1， 

例 24.7, G = Z m (m 阶的循环 群)； 

B g = lim 5 2 - +1 /Z m = lim L^ 1 = 

n—^oo n-*-oc ^ f 

这里 s 2 n +1 在 C n + l 中由方程 f ； l ^ al 2 = 1 给定；生成元 a GZ m 按公式 

a^O 

a(zo } … ， h) = (e^ m z 0 r- , # 咖 4) (a m = 1) 

作用在 炉 +1 上，（商空间 L 2 ^ 1 = S 2n+l /Z m 称为逢铗空间 .） 一般地，对于离散群 
G, 由覆叠空间理论可知，当 J > 1时，同伦群 7 Tj (B G ) 是平凡群. 

例 24- S . G = U(l) - 50(2) ^ S 1 ; 


Bo = 


lim S^^/S 1 = 


lim CP n = CP°°. 
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这里球面由方程 f ; | 2a | 2 = 1 给定，而圆周屮的作用如下： 

， i = C ] 

(^0 7 ■- h > ^n) ^ ， e tlp z n ). 

因为 = 0 , 当 j > 1 , 所以有 

7Tj(CP^) ^ ^(^)-0 当 i > t = 2, 

奸 2 (C 尸 ）t Z 

(见前例 24.2). 

例24及 G = $ U {2) ^ Sp ( l )^ S 3 ; 

B a ^ hm 5 4n+3 /^ 3 = lim = HP °°, 

n—*oc n—^oo 

在这个情形，球面 S ㈣ 在四元数空间 1P + 1 中实现.群沪兰卸⑴的作用形如 

{ q(h … iQn ) ' (利 or ■ ■ ，仰71)， 

其中 g 是单位四元数.这个纤维丛的万有性质可从当 i <4^ + 3 时同伦群 7 T ,(^+ 3 ) 
是平凡群推出1 

球面 6 ^上的 G 丛的分类可以不使用万有丛而得到.然而，如果上面介绍的分 
类过程对于更一般的纤维丛 ( E . M . F 为拓扑空间， G 为拓扑群）也适用的话，我们 
现在就可以假定 G 是纤维 F 的一个李变换群.对主丛分类就足以財所有具别的纤 
维的伴隨丛进行分类，我们先来描述圆盘上的主 G 丛， 

引理 24,3. 圆盘上的任何具李结构群的主丛是平凡丛. 

证明设 p E 是主<?丛.在这个纤维中，我们固定一个 G 联络，即 

对每一条从点〜到点 a ( xo . x ^ e D n ) 的路径 7 , 我们给定一个纤维间的变换 
^ : F Vv ^ F Xi , ^ F Xi ^ G . 所有变换外都属于结构群 G , (结构群为李群时这 

种联络的存在性将在后面一节中证明 .） 

在圆盘中 ； 中心邱 S 和任意点 a € 之间存在唯一的一条线段％ = [ ml . 

令 

H ^-> v ) ^ ( y ), 

我们就构造了一个映射^ x ^ ^ E _ 按照结构群的作用，这个映 射在瓦 中就 

引入了直积 E = D n a G 的坐标.引理得证. □ 

考察球面 S n 上的主 G 丛，射影为 p ： E ^ S n . 球面，是两个圆盘和 
的并，它们的交是赤道： D ^ nD ^= ^- ^分别在 £>! f 和上引入直积坐标，我们 
就得到具两个坐标区域 K = Z > 3 和 f/ 2 = D !! 的“纤维丛结构” ( p - 1 ^)^ 1 ^-) 
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0 5 


^(50(3)) 


7 Ti { SO (4)) ^ 7 r t ( SO (3))0 7 Tt (5 3 ) 


7 Ti ( SO ( q )) 


由于拓扑上 U ( q ) X SU ( q ), 


7 Ti ( U ( g )) ^ ^(^ 1 ) © 7 Ti (5 t / ⑷); 

f 0, i = 1 ， 

7ri(SU{q)) 2 j 0, i = 2, ^ 2} 

I 艺， 2=3. 


是相应的纤维丛空间此外 tr 12 = RnR = w - 1 . 转移函数; v 12 定义在 c / 12 = : W - 1 
上且它本身代表一个映射 

T 12 : 5 n_1 G y 

^\2{y,x) = (r 12 (x)j ；， aO，x e y e K 

成立下面的 

引理 24.4. 如果用同伦的映射替换映射 r 12 : y - 1 — G 则纤维丛的等价类不 
变- 

证明我们将这个同伦视为映射 

T : 5 n - 1 X [^, e \ 

且 T 在 W - 1 x {- e } 上的限制等于 T 12 . 我们如下构造3个 G 丛： 将半球面，即圆盘 
和分别在赤道的上方和下方延拓距离 e 成为圆盘 Dl _ 3 和 D DVl - 
交 Z? £ n + n D ? 一 恰是柱 5"- 1 x [~ e , el 如果选取和 D ^_ 作为坐标以及 
映射 T 作为“移函数，则我们就构造了一个新的纤&丛（其“影与原来的两个的射 
影相同).这个纤维丛与原来的两个是等价的，引理得证. □ 

于是， W 上的 G 丛由群 7 t n ^ i { G ) 的元决定.我们列出当 G = SO ( k ) t U ( k ) 和 
灯=1，2,3,4时这些群的值. 

7 T 刺 1) 卜 7 Ti ( SO ( 2 )) ^ ^ 

I 0 当 j > 1 ; 


7 7 0 7 7 J 0 10 9 ) _ ， 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 



当当当当当当当当当 
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这张列表中的某些同构曾在前面证明过，其余的则只引用而不加证明.这张列表使 
我们能对维数 n ^4 的球面上的纤维丛进行分类. 

5,向鼉丛和向堡丛的运算 


我们将详细地研究向量丛，即纤维为实或复向量空间，而结构群为线 性群， 正交 
群或酉群的纤维丛，纤维丛 p ： E ^ M 的结构本质上是由交 t /邮 =^ u a nu ^ 上的转 
移函数 A - 所决定的 J 卩由映射 T 邱〜 一 G 所决定，它们要满足 T ^ = 

且在交上 = 1 (公式 (1)). 因此 T 对纤维丛可以 
实施的运算应该保持这些关系.例如，取结构群 G 的一个实的或复的表示 P , G ^ 
GL ( n , R ) 或 GL { nX ) (可能是正交表示或酉表示)，更一般可取结构群 G 的一个任 
意同态 p : G ^ G \ 并用转移函数 p ( T ^) = 替換转移函数就是这样 

的一种运算.其结果是我们得到一个新的纤维丛，称为原来的纤维丛的 P 表示.如果 
原来的纤维丛记为字母％则这个新的纤维丛记为 p ( v ). 另一个例 子是： 对两个纤维 
分别为和 IET 的纤维丛（设为 VU V 2) 可以组成它们的直和 i ? = Vi ^ r ^ 它的群 
为 Q x G 2 , 纤维为- ①吧％还可以组成张量积它的纤维为 

IT - = 群仍为 Q x (在复向量丛的情形也有类似的运算). 

一般来说，对应于线性空间可以实施的运算，纤维丛中也可以定自然的运算.我 
们来提一下这些运算. 

⑴实（或 复）向量丛 D 的行列式 dd ;/，这是1维的纤维丛（即它的纤维是1维 
的)，在区域 i /邱 c M 上，转移函数为 det ; : X ^ det 

(2) 对偶丛 7?' 它的纤维是原纤维上的线性形式组成的对偶空间. 

(3) (复向量丛7?的）复共 轭丛％ 转移函数为 T ^. 

(4) 实向置丛7?的复化 C ⑹和复向量丛 m 的实化 r (^). 此时，如同向量空间 
中对应的运算一样, cr { r }\) = W ] 6^1，= 77 ㊉ 7?(试证之!) . 

(5) 向量丛的张 量积 77和它的外积(张 S 积的反对称部分)，以及 

对称积 （张量积的对称部分）（见卷1 §18.1). 

定义 24.6, 纤维丛 p : E -> M 的截面是指这样的一个_ M — E 、 它满 

足 p ^( x ) = x , 对任意点$ e A /, 因此，截而就是 M 上的函数（或场)它在 

点 z G M 取值于: r 处的纤维平凡纤维丛的一个截面就是通常的（“标量”） 

函数，或者说底流形到纤维的映射. 


设 r 是某个流形 M 的 切丛. 于是，纤维丛 r 的一个截面就是 A / 上的一 个向童 
场；对偶丛的一个截面就是 M 上的一个余向 置场； 一个 (^0 型张量是纤维丛 

上指标 下指标 

的一个截面.特别有，按这个观点，一般的一个 (0, k ) 型张 霣就是 纤维丛的一 
个截面，流形上的一个 A 次微分形式就是纤维丛 A fc r * 的一个截面：向置上的一个2 
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次形式，比方说度量就是纤维丛的一个截面.如果流形 M 是 n 维的，则 
纤维丛 与丁 的行列式重合，这个纤维丛的平凡性等价于 M 的可定向性（试证 
之!) ■ 

在复解析底流形上的纤维丛（特别是向量丛）中，特别要提到的是复解析纤维 
丛，它的转移函数是复解析函数.例如，复流形的切丛以及对它施行上面介绍的那 
些自然运算后所得的纤维丛都是复解析纤维丛.应该指出，类似地可以引入复代数 
簇上，特别是中的紧 子簇上的代数纤维丛 + 在 CP ^ 上有重要的1维霍普夫代 
数纤维丛％在前面（例 24.2) 我们从拓扑上研究过它而未引进解析结构，它的群为 
1/(1)- ^0(2)^^, 纤维为 S 1 . 解析上，我们应该将这个纤维丛 I ?视为以非零复数 
关于乘法所成的群 e 为结构群的纤维丛（所有的1维复纤维丛都如此). CP - 上的 
纤维丛 V 也可按 CP " 的定义得到 ：五： {( z 0 , … a )} 4 CP ' 这里五 = C n +1 \{0}， 
纤维 F = C ' 

一 个复流形上的 1 维解析纤维丛关于张量乘法构成一个交换群 （1 维纤维丛的 
等价类集称为“皮卡群 ”：). 这个群（更精确地，它的单位元的连通分支）是一个复 
环面. 

我们用 r ( M ) 表示复流形 M 的（复向量）切反设 T / 是 CP 上的霍普夫纤 
维丛. 

习题 

24*3. 证明： r ( CP n ) ® 1 = r ? ㊉ … ® r ?， 其中 1 表示 CP 上的1维（复）平 

n+1 

凡丛. 

24.4. 证明： A n r ( CP n ) ^ det rfCf ^) = /? n+1 (等号表示等价性). 

对上的1维实纤维 丛你， 结构群为 Z 2 ^ 0(1)，可以提类似的但更简单的 
问题 ， （纤维丛空间取可以像复的情形一样定义，它称为“广义（无界）默比乌斯 带”; 
它微分同胚于移去一点的 RP n + K ) 

24.5, 证明：对任意的1维复纤维丛 

6. 亚纯函数 

紧复流形上亚纯函数（例如，射影代数澳 M C 上的代数函数）的水平曲线 

族构成一类有趣的 “ 具奇性的纤维丛”.作为定义，一个亚纯函数就是一个复解析映 
MfiM ^ CP^Cu { oo }. 这样的定义等价于通常函数论中亚纯函数的 定义， 即定 
义为在 M 上除位于 /- Hoc ) 上的若千个点（极点）外是复解析的函数.在任意 -- 个 
坐标为 …， 巧的坐标邻域 C M 中（这里 n 是 M 的复维数)，函数扣=/(岣 
可记成 f(zl ■ 乂) 且可定义切空间上的诱导映射妒（见§1义那里妒用 /* 表示). 
完全原像 f - Hfizo )) 称为奇异纤维， 这里点邳= … ,^ 0 )满足 df \ z=Z0 = 0 ( 见 
§10.2). 其余的纤维 K = { z \ f ( z ) = a } 是 M 的非奇异子流形. 
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M 的紧性和/的解析性隐含着如果/不是常值函数 T 则它只有有限个奇点，比 
方说： ? Z m . 于是，这些点的像（假定它们都是不相同的 ） Wl = ■ ■ - , — 

f(z m ) 是函数/的奇异值.记 


& = [ S 2 ^ CP 1 ^Cu {00}]\{^!, …馬 }■ 


在平面区域17/ c 舻上可定义纤维为 F ^ F w ^ 

6 U f , 的光滑纤维丛1我们可取群 miUf) 

作为结构群 T 它由路径…，〜生成（图 91). 路径 
%给出纤维的非奇异（单值）映射 w.F—F. 

我们来考察（典范的）非退化奇点 2 I: . 的 w 
情形，即 df\ z ^ = 0且二次型 d 2 f\ Zj 是非退化的.此时， 

在点&的小邻域[/ 7 中纤维的拓扑结构可用函数的二 
阶部分/ — f(zi) = Af 来刻画.在点~的邻域中存 
在一个局部幽标系 zV …(可将点~取为坐标原点，略去指标）)，在这个坐标系 
中函数 A / 形如 

n 

△/( 和 屮） 

(二次型 d 2 f\ Zj 可借助线性变换变成对角型).在点~的充分小邻域 N e ( z 3 ) = 
W ㈨ <4中，就纤维的拓扑而言，项 O 化| 3 )可以忽略， 



tt 

△/ (和5>卩 2 = ㈣ . 

0 = 1 

方程 g ( z ) -0给出奇异纤维（圖锥)，当6 #0时,方程 gU ) = 5给出原点~的5邻 
域（即取 J 为正数4中邻近纤维-方程= <5给出一个“二次曲面” 

对于实的 d > 0,这个流形包含着球面 S ^ 1 CK , 7 

= |Zj (^) 2 = ^y l =-=y n ^i\z^^x^ j ■ 

如果 <5 = ⑷一，则在 A 中球面％ _ 1 的方程所取形式为浐= 0,这里 a = 1, ... ，& 
且 




- <5 ^ \ S \ e t<fi . 
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在第三种新坐标 产中，二 次曲面 A 由方程 z ( 产 ) 2 =岡给出. 
因此，我们有包含映射 


sr 1 c k 5 , 

这里仏 是奇异纤维附近的非奇异纤维.我们指出，所有的球面 s ?- 1 都落在点 
z ^ O 的小邻域中，这由它的方程可知. 

习題 24.6, 证明：心微分同胚于球面的由元 ( s f T ) 组成的切丛,其中 s e 
r 是点 s 处的任意切向 童， 

如果5趋向于零，则非奇异纤维“坍缩”到奇异纤维瓜上,这可用映射 

ifS • ^6 ^0 

来表达.在这个映射下，球面 S ^~ l 映射为一点（这个球面“消没”于奇异纤维上).因 
此 7 球面 W 1 称为这个奇点的消没闭链. 

我们研究单值性变换仏 — 仏.当沿底流形中一条路径 7 j ( t ) = 0^ t ^27 r , 

绕行奇异纤维时，纤维 K 5 e „ 在0 < t < 2 tt 中形变.当 * = 2 tt 时我们就得到“单值 
性映射 ”。 ' K s — K 6 . 

对 n == 2,我们来计算这个单值性映射.先对 ( CP 1 x CP 1 上的）纯二次函数 

w = f(z) — (^ 1 ) 2 4 - (z 2 ) 2 — u 2 ^-v 2 ,u = z^'yV = z 2 . 

来做- 二次曲面 仏 由方程 J 给出; 球面巧是圆周 l m u^lmv = 0 7 

其中 S = ue^ 2 ,v = ve _ 财 1 - 非奇异纤维微分同胚于柱 Ks ^ S}x RK 

闭路映射 — K ls ^ t , 假定从实的5 >0(5= |^|)开始，可以按通常的方法通 
过路径 7(0 = 的提升 给出： 

u — ^ ue lt ^ 2 , v — > ve %t ^ 2 . (4) 

当 f 从0变化到 2 tt 时，在终端我们得到映射 — K lsl ： 

u ^ = —u,v ve i7V ™ —v, (5) 

我们的任务是构造这样的一族闭路映射使得它在消没闭链句 
-- 的一个小邻域中与⑷相同 面在匁 c 心的某个大一些（但仍然是小的）邻域外处 
处是“恒等”映射.这里“恒等”意义 如下： 退化映射 ^ p -. Ks^Ko (见前）在消没 

闭链外面是双方-的并且，对一切（小的 ） &它是这些流形 K 峨 之间的典范微 

分同胚.所有的闭路映 射/ ^ 在小邻域％ D 與外面应该与相应的不同 

的 K s \ S ^ 之间的典范微分同胚相同而在再小一些的 邻域％ 内部与⑷相同，这里 
KsdU s dV s d si 



§24. 纤维丛的网伦理论 


_ 183 - 


即这样的一族（在消没闭链外面是“恒等的”）闭路映射对于将二次曲面的局 
部结果应用于对任意的映射 f ： M ^ CP 1 计算非奇异纤维 F ^ F w 的同调群 
H ^；) - ^(^)/(7：!^!] 上的单值性变换是必需的，其中 M 是一个 2 维紧复流形. 
纤维 Ko 由方程 u 2 + I ? 2 = 0即 it = 土化确定.由此易见 i ^ o \{0} 由两片组成： 

K\{0} ^ (S 1 x JR+h u (# x R+) 2 ; 

在这两片中，我们引入坐标 

P > 0, ( p ,0) i\u ^ pe i9 y v = iu (第一片)， 

P > 0, ( p , 0 ) 2 , \ pe i6 ,v - -iu (第二片 )* 

对小的不等于零的 S , K d \ Sl 有同样的 形式： 

K 6 \Sj ^ (^ 1 x U^ 1 x R+)w 
退化映射^ ^ 诱导微分同胚 


= ^ o \{0}, 

它将坐标 ( p^)i m [ p ， S ) 2 带到（心\匁）上.（两片上的）角坐标&将从纤维与3 
维超平面 Im u = 0的交线上起箅.于是，在仏的两片上有坐标(^/?),其中 p > 0 
化= 0对应于消没闭链).纤维上的水平曲线& =常数）可以视为群作用的轨道 

u — » % cos 0 + v sin 0 = ue~ xB ,、 

■ 」 a 访 ⑺ 

v - > - u sm u H v cos u — vc y 

此外，消没闭链七 1 是纤维私上长度最短的轨道.这个作用在纤维欠 Q 上化为 
u — 〆 (在第一片上)^ — ue _ 访 (在第二片上)，（两片上的）纤维^上的坐标 p 
可用从点€尺 5 到消没闭链垮 C 的距离来定义. 

引理 24.5. 对任意的 s > 0,可以构造闭路映射 iT| Jf — K } S \ e ^ 使得： 

1) 这些映射当 p >2 e 时是“恒等的”； 

2) 这些映射当 p < E 时形式为 （4): 

3) 当 t = 2 tt 时最终的单值性变换 a :凡⑷ — 在两片上形式为 

(7 : ( p , B ) ( p , 0 -\- 9 ( p )), 

这里函数外 P ) 的图形如图92所示，即当 p S s 时 , 0 = 7 T ; 当 p >左时，（在第一 
片和第二片上分别为 ） 0 = 0 , 211 - 柱面上的曲线 { p ^ 9 ( p ')) 在 —2 eS ，中绕 
柱面一次，其中 ， 在第一片上，=/>而在第二片上 〆= -p 
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2e t b 2s 


第二片 第一片 


S 92 


til • 


第一片 




2 T*p 



图 93 


证明对小的 i . 考察曲面的两片上的变换 （4), 由公式 （4) 立即看出，当亡 
稍稍偏离零时 t 闭路变换中的坐标0在不同的片上开始朝相反的方向转动： 

S — Q + S (在第一片上)， 

e — e - I (在第二片上). 

这可通过比较公式⑷与引进坐标0的方式（即限制映射得出，这里沒的 
方向在第一片与第二片上是不同的，同时 在两片 上角的增量 i /2 都采用 （+) 号.如果 
在第一片上卩从0起算而在第二片上0从 27 T 起算，然后将这个形变与“恒等”映射 
在 p > 时在两片上拼接起来，结果在 i = 27 T 时我们又得到相同的角.我们用下式 

{ Py e)^{p,e + e\ P )), 

对0 ( t s 2 tt 定义映射 ? 这里妒 ( P ) 的图如图93所示，这个映射在球 
面 5 i (^ = 0) 上的连续性来自于下面的 事实： 我们的坐标在不同的片上指向球 
面衿 C 上角6的彼此相反的方向 . 引理证毕. 口 

7,皮卡-莱夫谢茨公式 

现在我们考察整体问题.设有复解析映射 — 谷 S \ 这里 M 是一个复 

2维的紧流形,/具有非退化的奇点 之1，… , z m ,G M t Zj 相应的奇异值为％ = 
考察非奇异点上的典范纤维 

F = F uf =/- 1 (^) cM . 

我们引入 路径％ (见图 91) 和“消没闭链” 

Qj ^ 丑 1( 厂 《；) = W 卜1，宂1】， 

qj 可由对应于奇点~的消没闭链巧沿路径％对小的6从点％ - 6到点 M 转换 
到非奇异点 w 上的纤维而得到. 
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定理 24,3. 对于由路径％ = ( aj ( t ) = 6 e il 是环绕％的闭路径）决定 

的单值变换: 在同调群上的作用成立下面的“皮卡-莱夫谢茨公 

式”： 

( 〜 ) “P) =P + (p G Qj)Qj- 

这里 P 是任意的闭链（即 H t { F m ) 中元)而是奇点 z y 的消没闭链，是这些 
闭链（即代表这些闭链的圆周到 」 F W 中的任意处于一般位置的映射）的相交指 
数. 由此，变换（仏；保持相交指数：对任意的 Pl , p 2^ H . iF ^ 

Pi ° P2 = 。 DP2]. 

证明考察点％附近的纤维 F Wj ^ s 中的闭链瓦它在奇点~ e 附近与消 

没闭链办横截相交，这里的拓扑形态由二阶部分 { d 2 f) e ^ AJ 确定，根据引理24,5, 
由于沿环绕％的半径为 J 的小 圆周巧 绕行的结果，我们有关于同调类的 公式： 

[5^] — ^ [ Sg ], 

\ p \ P ^ (pO S l 5 )[Sll 

因为在闭链歹和闭链妁横截相交的每一点的邻域中，闭链 i ? 在绕行后改变的结果 
是增添一个同调于为的闭链，其符号和这个交点进入指数 poSl 的符号或 - 1 ) 
相同.我们也注意到沿。淖 = 0 . 将所有的闭链从纤维 F Wj ^ s 沿路径方转移到纤维 
F w 就得到皮卡-莱夫谢茨公式. 

现在证明在绕行％时仍。 p 2 = ( AP ]) 。我们有 

w*pi = pi +(pi 

(Pi + (Pi 。 Qjkj ) 。(列 + (J>2 o qj)q 3 ) 

二 Pi o 内 + °pi) + (pi °Qj)(p2^qj) + (pi ° qj)(p2 o qj)(qj o qj ). 

由于等式 = -gop (反称性，见 §15.1)， 最后的表达式等于 n 。列.定理得证 .□ 

习鹿 24.7, 对维数 > 2找出类似的皮卡莱夫谢茨公式 . n 为偶数与奇数的 
情形截然不同，为什么？ 

我们来考察例子.设 M = CP 2 (= € 2 U € P ^ f 这里是 CP 2 中“在无穷远 
处”的1维复射影直线 ) T 我们的函数则是变量〜句的 n 次多 项式： 

P n ( z u z 2 )： C 2 

像通常那样 T 使用齐次坐标 ( no y u ly u 2 ), 其中 q = uju ^ z 2 = 奶/如，纤维为水平曲 
面 Pn ( zuz 2 ) =常数的纤维从可以延拓至整个 CP 2 上（底为 CP 1 ), 
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习® 24.8, 对超椭圆情形 P l (z U Z2) =4 - Qn ( z 2 ) 找出所有的竒异纤维和单 
值变换. 

在这个情形（即超椭圆情形)，非奇异纤维是亏格 i ? 的曲面，这里 n = + 1或 

n = + 2 ( 见 §2). 如我们所知，非奇异纤维（亏格 p 的曲面）的基本群由生成元 
ai ，6 i ， …, a g , b g 和关系 


i&i 1 - ■ ■ dgbgdgib 



给出.群 Ha = 可以看成一个勿维的格，由向量生 

成，相交指数为 

[° i ] ° fe ] ~ [ a t \ ° [ a j] ^ [^t] ° [^j] ~ 

由此及皮卡-莱夫谢茨公式可得单值变换在这个格的向童上的作用是平移， 


§25. 纤维丛的微分几何学 

1. 主丛上的 G 联络 

在本书的第1卷的第6 章中 7 我们实质上己经开始了对纤维丛的联络和曲率的 
局部研究.为了转向研究在纤维丛非平凡且底空间是流形而不是欧几里得空间中区 
域时的联络和曲率及其拓扑不变童，我们将在本章中展开这些概念的不变 童系. 

定义 25,1. 具丛空间芯，底空间 M ， 群 t ? 和射影 p : E — M 的主丛上的一个 
联络闷 联络）是指空间五中一族光滑的关于群 G 在空间瓦上的左作用不变 
的 n 维“水平”方向 （n = dim M ). 

下面我们将证明由 g 联络定义的平行移动变换属于群 a 因此 7 这个定义与定 
义24,4相符. ， 

我们回想一下定理 24.1, 这个定理说每一个主丛由群 G 在 E 上的左自由作用 
决定.像引理 24.1 中那样，给出联络的最简单的微分几何方法利用了空间£上的左 
不变度童（此）（即使得 C ? 在五上的左作用是运动的度童).如果这种度童存在（见 
那里对紧李群证明了这种度量的存在性)，则 G 联络可通过将正交于纤维的 
n 维平面作为水平方向来定义. 

适用于定义曲率及联络的其他应用的另一种方法是通过普法夫型方程，即一组 
微分形式（或一个向童值的微分形式给出水平方向场).我们将详细地说明这个方法. 

将卷1习® 24.13 中介绍的定义加以推广，我们对李群的李代数 s 中的每一 
个元 t 按下面方式定义群 G 上的一个右不变切向童场$ : 

这里 R s :y — yg ， yeG ，^ g 的右乘.每一个这样的向量场在 G 的右作用诱导的切 
空间中的映射下保持不变（反之、每一个在这个意义下右不变的向童场必定形如心、 
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对某个 r G S ). 事实上，映射心^ t 是李代数之间的同构，其中一方是以换位运算 
作为李代数运算的右不变向量场，另一方则是群 G 的李代数.由于这个原因，我们 
可以将群 G 的李代数等同于 G 上的右不变向量场所成的李代数. 


使用这个模型，我们定义 G 上一个取值于李代数 S 的典范 1- 形式吨（严格 
说是一组 1- 形式). 这个形式在点 yGC 处的切向量 《(y) 上的值是李代数的一个 
元它是一个右不变向量场， 可枧为 g 的元，可以将形式叫简写为 
( dg ) g ~\ 其中匈表示典范切向量 g 是任意右+变向量场^ e G)， 而右乘 
将以⑴ 移动到群的单位元处，给出€ s. 

形 式叫) 具有这样的 性质： 

a) 叫 ( v ， m ) 卢 0, 如杲 f / 0 (这是显然 的)； 

— [《i，C 2] (见卷 1 定理 25.4). 

群 C? 在自身上的左移动 y H ⑽ （y 和 g 都属于群 G) 将右不变向董场 S 转换 
成右不变向量场7?=仏6记为 Ad ( g ) i . 如果 G 是矩阵李群，则切空间的诱导映射 
将点〆 0) = 1处的切 向量^ ：1) = V(0) (这里沖）是 f 的积分曲线）映射为点夕处 
的切向量 m /( o ) (通常的矩阵乘积).将这个向量移动回到单位元处我们就得到向量 
把⑴〆；由此可见右不变向量场 Ad(.gK =由决定， 就像之 完全由 
«(1) - ^(0) 决定一样.于是，在李群和李代数的矩阵表示中，变换 Ad ( g ) 就以内自 
同构 《 h gig ] 出现； 记法响= 〜 ( dg ) g 4 适合于矩阵记法中的字面表迖.在群的 
左移动 y ^ gy 4 1 ,形式吻满足 

(9*^o)(y^(y)) = Ad ⑷叫 ( 仰， （ g4)y). 

定义 25.2, 空间五 中一个取值于群 G 的李代数 a 的形式％如果满足下而的 
两个 性质： 


1) 规范性: u ; 在纤维 G 上的限制是 ㈣ = ~( dg ) g ~\ 

2) 不变性：在群 G 对丑的左移动下成立等式 

； Ad(g)w 二 ㈣ -1 ， ( 1 ) 

则称为具群 G 的主丛 p : E ^ M 上的一个微分儿何的 G 联络. 

引理 25*1. a ) 方程^ = 0给出一族 G 不变的水平方向，它们决定了定义25」 
意义 t 的一个 联络; b ) 反之，如果给定一族 t ? 不变的水平方向，则可以构造满足 
性质 1)，2) 的一个形式 w 使得这个水平方向族由方程 w = 0给出. 

证明 a ) 因为 w 在纤维 G 上的限制恰为形式叫，如上面指出的那样，它在 G 
的非零切向量上不等于零，所以，对每一点 yGEt 关于在点 yeEHE 相切的未知 
向量 r 的方程 ^ r ) -0 定义了一个横截于纤维的平面，且形式 u ； 的零空间的维 
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数等于.底空间的维数 n . 于是，方程 u ; = 0实际上定义了 £上一族 n 维的水平方 
向.平面场 W = U 的 G 不变性直接由定义 25.2 中的性质 2) 推出. 

b ) 反之，设给定一族 n 维的 G 不变水平方向.我们将构造形式叫它在每一点 
yeE 代表从（点 y 处的）切空间 T V E 到群 G 的李代数的一个线性映射并满足条件 
1) 和 2). 结构群 G 以右移动 R g iy ^ yg 方式作用于纤维上.按定义，纤维 F^G 
上的形式叫关于右移动是不 变的： 


RyU^Q — tJO- 

因此，在任意点 xeM 的纤维上的= p ~ 1 ( x )^ G ) } 形式是不变地定义的 
(不依赖于具直积结构的局部坐标邻域的造取).在纤维心的每一点 V 处， 形式叫 
决定从纤维的切空间 T V F 到李代数£|的一个同构 


叫 ： TyF —^ 纪 . 

取定了水平方向 C TyE 就给出了直和分解 


TyE = e TyF 


及射影 

7T : TyE — ^ TyF 、 7r(R^) = 0. 

考察复合映射 

TyE^ TyF ^4 Q. 

这个复合映射 U ^ TT 就是形式此它在 纤维厂 上的限制按定义就是 叫). 左移动 
g : E — E 保持射影 7 r ,^(7 ru ； o ) - 这是由于水平方向族的左不变性， 

而在形式叫的值域上左移动按公式 （1) 作用.引理得证. 口 

引理 25.2. 任何主丛上总存在（定义 25 J 的意义上的）微分几何 G 联络. 

证明任意主丛 p ： E ^ M 的结构由邻域系 U Q ， 这里- 以及微分同 

胚: G x 给定（见定义 24.1). 如有必要，我彳1]选取更细的覆盖使得 

在 M 上存在单位分解 {m : M — tt , 其中0 S < O , 在 C / Q 外部 0 a e 0且对 
任意点(这种分解的存在性的充分条件见定理 8 .1 后的注).在 

a 

直积 GxU ^^ p - 1 ^) 中我们任意给定一个 G 联络叫（例如，在每一点 ^(9, 
处取 ^ Pa (9 x U a ) 的切空间作为水平方向).为了构造整个 E 上的 G 联络，只要令 


W = > ^ (P V^Qt )^Q 

Qt 

就可以了.这里函数 n ■. E ^ R 形如 ( p *^ a )( y ) = ^ a ( p ( y))iV e E , 即底空间 
M 上的 0 a 的“提升' 因此，在 p ^ 1 ^) 外部= 0,而形式 PU 咖 € t 躭延 
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拓至整个流形£上，它在 p ^ iU ^) 的外部恒等于零.这个形式限制在纤维上形如 
vUv ) 心 因为函数 pUv ) 沿着纤维是常数（它是 G 不变的)-从而形式^在任 
意纤维巧上的限制给出 

定义 25.2 中的不变性性质直接由每一个的不变性导出.引理得证. 口 

习鹿25.1，证明：一个纤维丛的联络所成的集合是线性连通的， 

局部上（即在坐标为…的坐标邻域上)，在平凡主丛 E ^^ p ^ iUa ) 
蝥 P x U a (F - G ) ±, 一个联络可通过底上的取值于群 G 的李代数 s 的一个 
1- 形式4来给出，形式4 = A ^ dx % 与形式在映射知给出的坐标 y 二 { g , x ) 
中有这样的关系： 

=叫(没）十 9 ^^) g ^ l dx ^ ( 2 ) 

其中 吻是 G 上取值于 p 的典范形式. 

这也可以不变方式表达如下:万。上的直积结构决定一对“坐标”映射 

G = F . 

点？ / €私的“坐标”就是 { q ( y \ p { y )). 公式 （2) 可写成 

-J- qAq~ l 


或 


^(V) ^ w 0 ( 《 ( 女 )） + q{y)A{p(y))q~ l {y)^ y e E a , 

我们希望得到在不同的 f / a 的重叠部分上截面替换时 1- 形式4的变换规则. 
区域匕上的五„的每一个截面， 

给出 主丛^ 的一个直积坐 标系： 对每一点： r , 我们将点 ^{ x)(e F x ) 视为 G 的元， 
取作巧上的坐标 原点； 对纤维尺的任意点 y 给予坐标 ( g , x ), 其中 g ^{ x ) = U (特 
别#⑷的坐标为（1 〆 )).映射 g : G 则由下式 给出： 

< l ( y ) = 9 e G. 其中 gij(x) = y. 

于是，不同的截面呶和也 就给出 E a 中不同的直积坐标系，它们在每一点 x ^ U a 
相差群 G 的一个变换^必㈤= g ( x ) ip 2( x ), 

在两个区域 U ai U ^ 的重叠 部分冗 0上，由映射 : U A 0 ^ C 给出的左移动 
产生截面之间的 替换仇—也. 形式 w 在区域及^ = 中可以用两种 
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方式 表示: 


91 ^ gfi{x), uj = qI{u ； q) + qiA^q^dx^y 

92 =仳(工 h ^ = ^(^ o ) + 

其中 讥： — C ? 和妇： — G 相差一个变换 g :心 —G (映射由由截面 
iH 定义).由形式 w 的这两个表达式相等可得系数 Ap 的变换规则（“规范变换”见 
卷 1 §41,1) : - 

冲)(怎)； g ( x ) A ^ g - 1 ( x ) - (3) 

这个公式定义了 “联络的粘 合”； 如果能取到另一个截面使得4? = 0,则就得到 
A ^{ x ) ^ -^- g ^{ x y 这时，这个联络称为“平凡 联络' 

定理 25.1. 主丛 p : 五 — M 上由形式 w 给定的 G 联络定义了纤维沿底 M 中 
任意分段光滑曲线1的平行称动，且这种平行称动可由群 G 的右称动给出. 

证明设曲线 7 形如$ = x ( t),a 我们将寻找丛空间中一条水平曲线 i 

它覆叠1且以纤维 P ~ l [ x { a ))^ G 中给定点如为起点.我们只要考察这样的情形就 
可以了，即曲线7整个地位于一个坐标邻域心中的情形，其中 p - 1 ^) ^ GxU a 
(一般情形时需要利用转移函数 ^). 在局部直积坐标系 （ h ： r ) 中， geG , xeU a ,Jk 
空间中曲线〒应该形如以⑷ t x ⑷)，其中是需决定的未知函数.由〒的水平性 
条件（即切向量的水平性）和引理25,1我们将有 


如果用 B ( t ) 表示取值于李代数 0 的函数， B ( t ) = 我们得到关于未知 

函数 〆 t ) 的一个线性微分方程 

g-gB = 0, 

这个方程具初始条件的解对一切 * e [ a 刘存在且唯一.于是，平行移 
动对所有的 t 有定义.我们再证明这种纤维的平行移动由群的右移动 给出； 这个事实 
可立即由下面的引理导出. 

引理 25.3. 方程 g-gB = 0 ( B ( t ) € fl ) 具初始条件没⑷ = g 0 G G 的解为 
g ( t ) = gof { t ), 其中函数 /(*) : [ aj ] — G 不依赖于如- 

证明如杲函数丑与 * 无关： B { t ) =常值 e 则引理是显然成立的.事实上， 
此时方程 g = gB 的解难如⑴=如 exp (( t - a ) B ), 其中 exp : q G 是李代数 0 到 
群 G 的指数映射. 

在 B ( t ) 不是常值的情形，我们将区间>， t ] 分成 W 个小区间 pW-.-C 
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t N ; t ， 精确到0化- U . r ), 我们将有 

^(^i) = Po + Po(^i — to)B(to) = g(to) exp((ti — 


g(tjsi ) 二 p(tN-i)exp((t N - 

由此推出 g ( t ) = g Q f ( t ), 其中 

f(t) = , lim exp((t at - -exp((t x - t 0 )B(t 0 )). 

1“ 一 t 卜 i 卜 G 

每一个因子属十群 G ， 因此积也属于群 G 引理成立，因而定理得证. □ 

推论1对于 G 联络，（关于（唯一的）水平覆簦曲线的存在性的）引理 24.2 成 
立而无需假定纤维的紧性. 

对于 G 联络 ， 也可定义完整群（见 §19.1). 这个群是将 Q ( x 0 , M ) 中的路径与 
纤维的变换对应起来的一个同态的像，并由群 G 的右移动（可能不是所有的右移动) 
组成. 

2. 伴随丛中的 G 联络.例 

我们现在使用不变（即与坐标无关的）方式讨论伴随丛上的联络.假定群 G 作为 
变换群作用在流形 F (即纤维）上，进一步设 p F : E F ^ M 是联络形式为 w 的主丛 

的伴随丛.我们将给出空间 £： f 上的取值于纤维 F 的切向童空间的伴随 
联络形式 w F ， 它的构造如下：设给定点 ye ' F 和该点处的切向童 r . 我们定义纤维 F 
上的一个形式令它在向童 r 上的值 ^ F ( y y r ) 等于 r , 所求的形式在每条纤 
维 F 上的限制必须等于由此推出，在具直积坐标 { y : x ), yeF,xe U a ,x = p F { y ) 
的每个区域 p ? 1 ^) 鲎 F x t / Q 中，形式哗必定形如 

ujf ( v , x }( t ]} = ujp ( y )( T } y ) + A ( y , x )( j ] x ), (4) 

其中形式 A 是待定的，而7?是 pl -}{ U a ) cE F 在点 ( y , x ) 的任意切向童，它在 F 和 
U a 的切空间中的分童分 别为％ 和〜 ㈠ = %十？ j v )+ 使用仏 上的坐标时> 形式 
A 可记为 A = A fi ( y , x ) dx ^. 

还需要定义分童 A ^ y . x ). 我们首先注意到群 G 的每一个元0决定了纤维的一 
个变换 g . F ^ F . 由于这个变换，群 G 的李代数 s 的每一个元就决定了纤维 F 上 
的一个向童场——即标童函数的一个微分算子（方向微分).如果9⑴是 G 的单参 

数子群， 〆 0) = 1 ( F 的恒等变换)，则元 G 0 给出 F 上的一个向量场6 
其定义为 

^( y ) = 4(£ r (^)( y )) ， yeF , 

ai t=0 
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换言之， S 的每一个元,可视为 F 的一个无穷小变换 T 在 F 上给出一个切向置场. 

我们将点 y € E F 处纤维的如下切向童取为 AJy . x ): 李代数 3 中等同于 A ^ x ) 
的元决定了纤维 P 上的一个向童场 （； 向童场 < 在点 y e P 的值——纤维的切向 
置就取为 

= C(y ) 7 pr(y) = ， 

按定义， 形式办 g 在与纤维相切的任意向量 t 上的值等于零.因此， 形式冲 在纤维 
F 上的限制就是 ^4. 

方程 w F = 0 给出伴随丛在点 : r G 仏.处的“水平方向” 公式⑷以不变方 

式定义了形式 

如果纤维 F 是向量空间且群 G 线性地作用于 F 上,则李代数0的元芒可 
视为线性向置场（或矩阵 — R m ). 设 V ，…，是纤维欣™中的坐标.如果 
— ( a {) r 则场等于 

^ = airj \ 

场 A ^； x ) (值为 A ^ x)^e R m ) 具有矩阵 形式： 

A ^{ y x ) = = { a ^( x )) — R ™ 中的矩阵. 

于是，在纤维为的向量丛中，联络（局部地）由依赖于^和 M 的矩阵给出： 

( A〆 、 x ))) = a ^ ix ), i，j = I ，…， m ， = 1 ，…， n = dim M , 

或由矩阵值的形式给出. 

如果纤维丛本身是流形 M 的切丛（纤维为 R'm = n ), 则可以提及挠牟（见卷 
1 §41): 

7% 广一 7% (M 中张童)， 

以及称联络是对称的，如果7^ = 0. 

对于这样的联络,纤维沿底空间中路径 7 ( t ) 的平行移动是线性变换（见卷1，定 
理级1),使用区域 KcM 的局部坐标总，…， ☆ 可定义向量丛截面的共交微分: 

⑽⑻： + 众 U ⑻州， ( 5 ) 

以及底空间中沿方向5 ，)的方向导教: V S = 算子和之 

间的非交换性导出曲牟= [ V ^ VJ . 

对于光滑曲线7(*},0 纤维沿此路径从点 7(0) 到点 7(1) 的平行移动线 

性算子也称为“编时指数算子”并记为 

叫代，⑴)斗 ⑹ 



§25. 纤维丛的撖分几何学 


- 193 - 


在 这里， ] 表示所谓的两个（或更多的）彼此不可交换的依赖于时间 
t 的算子的编 时积： 




^(^2(^), ^ t > t \ 


⑺ 


如果用点 (] = k h O < …< b = 1将曲线 7(0 分成一些小曲线段；则对 
函数 A ( t ) 的运算定义如下，即令 


Texp 



A { t)dt 


N 


lim T { exp((ti - t Q ) A ( to )}} x 


It*—ti_ i l—o 


( 8 ) 


d 


如果令 4 ⑺ = j t - V ^ ( t ) l 则我们得到沿曲线 7 ⑷的平行移动算子. 

习睡 

25.2. 证明对连续依赖于 f 的线性算子4⑷的级数展开式： 


T exp 



A { t)dt 



1 



T "( y 4( 亡 i ) j 4( t 2)) 出 1办2 + • ■ ■ + 


i H " / A ( t)dt H - ~ 
o 1 

l f i 

j … y ， ■ ■ ^4( 心〉 ) 出 1 £^ n + 


^ ^ ^ 


25-3. 证明：表达式 Texpf ^ A ( r)dr = B ( t ) 满足方程 


dB 

dt 




而向量 = ^( t ) vo 满足方程 


dt 




回想一下，平行移动由下列方程 定义: 


⑼ 


( 10 ) 


( 11 ) 


▽训7?⑷= 0， ？?(0) = ” 0 


或 


^ f { t ) 

dt 


+ a )^{ t ) rf ( t ) = 0 


其中 7(0 = {^{ t ) 


，⑷)，在这种情形，我们有 


A ( t ) 


dt 


^( c ) — “⑷ 


( 12 ) 


( 13 ) 


现在由习題 25.3 导出， （ G ) 事实上就是平行移动算子. 
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最简单的一个情形是交换群 G = U(l)^ SO{2) ¥ 其1维李代数 s = nt 1 . 

在这种情形，我们有 - 其中 P (0 € w < 2 tt ) 是群0 = {咖= 一，0 < 

<p < 2 tt } 上的坐标^局部地给定的形式 gA ^ g -^ dx ^ 就等于 A ^ dx ^, 因而对应的 G 联 
络 w 形如 

w ^ iJo + gAug ~ l dx ^ = — — + A ^ dx ^, (14) 

2tv 

当然，如同一般情形，这个联络形式在群 G 在 E 上的作用下是不 变的： 

g*w — ixf ~ Ad (穿 )0 = gujg- 1 ， (15) 


而方程 u ^-0 (由于现在 u ； 是一个标量形式，它只是一个普法夫方程）定义了五中 
一张横截于纤维的超平面， 

显然,规范变换是梯度型的： 






dip 

dxf 1 


(16) 


当群 G 表示为 t /( l ) 时，在复标置场（即纤维为 C 1 的1维纤维丛的截而）上的 
共变微分运算的形式为（见卷1 §41) 


其中 A^x) 是实标童函数.如同一般情形中那样，和 W 的换位子称为“曲率' 


3. 曲率 

考察一个纤维为 C 1 的复解析纤维丛,其结构群为 G = C *; 底空间为维复流 
形 M ， M 的复局部坐标邻域为 V a (zL … t zl ). 纤维丛的结构由上 
的取值于 G = C * 的转移函数 

… ^2)^0 (18) 


给定且这些函数是解析的，考察对数函数（可能不是单值地定义的） 

= In …， 2 n )(+27 rim ). (19) 


下面我们假定区域是单连通的，即 Tc.iU^) = 0. 此时可选取对数函数的单值 
分支 


^ In _ ⑷， 

在3个区域的交 u a ^ = u a C\^pC\u y ±, 我们有:= 1 [见 § 24 . i ) 或 


0 久 3 + *h dya ™ ^Trin^pfy^ 


( 20 ) 
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其中 > 是整数.显然，确定这个整数时无需关于函数 T^(z) 的解析性假定.稍 
后我们将指出如何利用这一族 {n a ^} (称为上链)，其中 Q /?7 取遍非空交的3 
个指标，来构造纤维丛的拓扑不变量.如杲底 M 的复维数等于1，则这个拓扑不变 
童是这样定 义的： 我们将这些区域化编号成序列 A , t / 2 ，…，并假定任何4个区域 
都无公共交 n n n 匕 4 是空集\考察和 



Ck<^<y 


( 21 ) 


习睡 25.4. 证明： 上述的数 n 模去2的余数与纤维丛的结构的选取无关（从 
而是一个“拓扑量”).对 CP 1 上的霍普夫丛7?及它的幂 7?" 求出这个余数. 

现在转向结构群为 x E + 的复解析纤维丛 . C * 的李代数是交换代数并 
与 C 1 重合. 在群 G = C * 上有复坐标叫 M > 0,和复值形式叫 ) = -din w . 在此解 
析纤维丛中，联络形式（局部地在区域 f / a 中）可写成形如 




u；o + A^dz^ + B^dz^ 


我们要求联络形式周部地具有下列形式: 




^ ^ Jo. = ^0 ~1~ 


9 fc 



dz ^ 


( 22 ) 


(23) 


其中 f a 是某个复值函数（算子 d\d tf 的定义， d^=d f + d ff 见卷1 §27,1), 即 


A ^{ z ) = ^ (24) 

在交中，差 d ( j a - d f f 0 等于（见 (3))： 

d f f a - d l f 0 - {dT^){T^r\ 

其中 d = /十#是全微分.如果交是单连通的 ，则 In T^{z) 是单值函数.利 
用等式 = d(ln 我们就将上式转换成“梯度 ”型： 

d f / a - = tf(ln T Q ^) = da a ^, (25) 

其中，像以前一样， T^. 于是， 为用公式 （22) 定义 G 联络，我们只要选取 
到满足 （25) 的 （一 般说，不一定要解析的） 函数九 就足够了（当然要假定它们存在〉. 

注意，由函数 ： TW (因而函数 a a0 ) 的解析性可得 d f/ a a ^ - 0,因此，形式= 
d!d ri f^ 在流形 M 上唯一地确定（与 a 无关 

d f d ft f a - d f d f % = —d"(d r + d f/ )a a/3 = 0 (26) 

(因为 (d f ) 2 - (^) 2 = [d! + d tr ) 2 = 0及 d f d tf - -d ff d f ). 形式卩称为联络的曲率+ 


局部地，我们有 
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对于2维的情形 （n = 1,复1维)，曲率形式在区域^中形如 


伊 U 
dz ^& z . 


dz a Az a . 


( 27 ) 


d 2 


此夕卜,我们注意到= V 是一个实算子（拉普拉斯算 子 )， dz Adz — -2 idx A dy . 

因此， 对 n = 1, 形式 D 的实部和虚部两者都是合理定义的闭形式.在后面我们将明 
白 He = d ^), 其中仿是某个（实）形式.因此，由一般斯托克斯公式 (58,2) 可得 



He Q 


我们还注意到：如果函数 / a 是解析的，则 n = o . 

对于底 M 是实流形，结构群为 G = U ⑴主 P 且纤维为 C 1 的纤维丛，其结构 
由中的转移函数 T ^( x ) = 定义.在单个区域中的联络由 1- 形式叫 

给出，这些形式在区域 UmUp 的交上的差形如 


UJa — — dg a ^(x) } 

其中 Qad ^) = 一 ㈣ (W = T a ^( x ). 曲率由公式 

. 2 ttW = dcv a (在区域 C/a 中） 

定义（这里 2 W 只是一个适当的正规化因子).显然，在区域中 


d/Ci^3 = drf 穿 a/3 Op 

于是，形式在整个底 M 上是合理定义的. 

对于具结构群 S 1 的纤维丛，曲率形式 i ? 可以不变方式定义 如下： 设纤维丛 
p ： E ^ M 的丛空间£上的联络形式为 

定义 25.3. p *0 = 

2tti 

为验证这个定义的正确性及它与以前定义的曲率的等 价性， 只要注意到下列亊 
实就可以了：局部上（在区域 C / a 中 ） w = £ i ；0 + P *^ Q 1 其中叫= —^ d ( p . 形式心形 

2 /K 

如 

du ) = dp "^ = p # (2 xii ?). (28) 

现在转向一般的实或复纤维丛中曲率的定义并研究其性质. 
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当存在联络时，点 we 五的切空间 TyE 可分解为 T y E ^ T p F ^ m ^, 其中％ 是 
联络的水平方向，我们还有由联络中产生的射影 

H : T V E H{T y F) = 0 , 

定义 25.4. 如杲 r l5 - - , r q 是 E 的任意切向量且 Hn ，… , Hr q 是它们在 
中的像，则形式 —， 

… , T ^) — uj q ( Hrj , ■ ■ ■ , Hr q ) (29) 

称为 q - 形式％的水平部分1 

由定义显然可见，如果向量 Tj 中有一个与纤维相切（即是“垂直的’’向量)，则 
Hwjn， …七）= 0+特别有，形如 Hw q 的形式在纤维上的限制等于零. 

定义 25.5. 表达式 

n E = Hdu ), (30) 

其中 W 是联络形式，称为纤维丛空间 E 中的曲率形式+ 

定理 25.2. 成立“结构方程” 

du ) + [tv, Lcf ] — Hduj — Qe (31) 

(换位子 [u;^] 的定义见后面).对于群 G 的元在空间万的作用成立等式 

g * n E = Ad ( g ) n E - gH ^ g - 1 . (32) 

注形式 w 和/^取值于李代数 g, 而 g 中有换位运算，且 [f, V ] = ^[ V ^ l 对于 
取值于任意的具双线性乘法的代数中的形式可以定义这些形式的乘法（在我们的情 
瑕，就是取值于李代数 g 的形式的“换位子”运算)，其规定 如下： 

a(p,^)[w P7 ^q](ri, - ■ - ,r p+ ^) = J^sgn a[u p {r u , - ^ ,r Zp )^ q (r hr - ^ ， r Jf ,)j, (33) 


其中 tu … t r p + , 是空间（在我们的情形五）在任意点处的切向量是指标的置换 


h h 


P P + 
H Ji 


p - i-Q 


面 Ol { p , q ) 


(…穿—-… 个麟个 元的组合数. 

对于 1- 形式 (p = q ^ l ), 换位子运算的定义形如 




( 34 ) 
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如果则 

[ W ， W ](>1， T 2 ) = •([ W ( n )， W ( T 2)] - [ w ( r 2)^( Ti )]) = [ lo ( ti ), U )( t 2)}^ (35) 

定理的证明我们在定义了周部坐标系的区域仏= P ~\ U a ) 中验证定理，在 
这个区域中联络形式可表达为 

w =吻 + gA ^ x ^ g ^ dx ^ = lj 0 + gAg ~ l , (36) 

其中 d = -( dg ) 9 ~ 1 . 为便于计算，我们在 P ~ l { U a ) 中取定直积结构 

G > cU a 并在 C / a 的切空间中取定基 { d ^ } 其中心 =在点 （1 处五 a 的典范切 

向量将表达为其中己选取这些向量作为 G 在1处的切空间的基 
(像通常那样，可解释为群 G 的李代数中元).对点 ( l , x ) ^ GxU a 处的算 f H , 
我们有 Hdp = d ^ + A tii He = 0 J 其中 e 是纤维的切向量.对于形式叫，按定义我们 
有 ujo ( a m ) = ~ A ^ 进一步还有只 rfW = w 0 (^) - w 0 ( H ^) = w q { A ^) = - A ^ 

因此 ， H A = A , Huj g = - A = - A ^ (在点 （ l ， z ) 处)； 

心 0 = — d ( dgg -1 } = dgg ^ l dgg ~ 1 = [ w a , a ； a ]; 

‘ = ‘。 + ( dgg ~ 1 )( gAg ~ 1 ) - ( gAg ^^ dgg -1 ) g ( dA ) g~ l 
=[ w 0 , w 0 ] - [ uoyg ^ Ag ] + [ g ^ Ag . ioo ] + g { dA ) g ~ l . 

电此可得 (当 g = 1) 

H < L ) = [H H tJo ] — [H u > o y H A ] -[H A , H w 0 ] + H { dA ) — [ A y A ] + dA . (37) 

当沒 # 1 时 7 根据开心的不变性 〆 (丑， Ad { g)H < L ) (算子丑和 d 都保持这个 
性质)，可重建 H 最终，对所有的 g 我们有 

H duj = Qe — 汉(心1 + [ A t A ] )^ _1 * (38) 

对于形式‘可得 

< L ) — Q E - g ^ l \ A y A]g [ ujo ^ g ] 2[ i ^, g ~ l Ag \ — Q E - [ oj , w ]. 

定理得证 口 

局部地，在底 M 的坐标邻域％中，形式也可以“下拉”到底空 间中： 

Q — DA — dA + [ A t A ] = Q ^ dx ^ A dx u 

= (尝_磬+ [外糾)^， （39) 
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显然，形式 D 的系数是微分算子的换位子（见 §25,2): 在规范 

变换扒的下， 


Q — ^ gOg ^ 1 . (40) 

对曲率形式 Q E ^H dw ^ dw ^-[ uj , Lo } 可以完全同样地计算 和好 f /也. 我 
们可得“比安基恒等式”（像上面一样验证它） 

dQE — 2[u, Qe]^ 

H df^E = 0. 

对于底 M 的区域 h 中的形式仏直接的计算表明 

DQ = dQ + [ A , (2] =Q (41) 


(试证之 !). 


4. 示性类.构造 


对于具交换结构群 G = U ( l ) 2沪或 G = C 的1维复纤维丛，由于对交换 
李代数成立 [ A ， f ? 卜0,从比安基恒等式可推出曲率形式是闭形式.此外，还是 
Q n g -1 三 n ' 从而形式 d 是底 Af 上合理定义的（即规范不变的）闭形式，在这种纤 
维丛空间 五中， 形式 p*Q = Ob 是正合 形式:二如. 在底 M 中；形式 O 可能不 
是正合的（稍后将再讨论这一点).我们现用同一个纤维丛 p : E — M 中另一个联络 
D 替换联络^ 

引理 25.4. 具结构群 G = U ( l ) 兰 V 或 G = 的纤维从中对应于不同的联 

络 w 和 W 的曲率形式 O 和]7之差是一个正合形式， 

Q — Q — du . 

证明按定义成立 = = ‘和 ， D = =啦.在区域中，差 

可表达为 


uj — ZJ = (wo + A^dx* 1 ) — (ojq + A^dx^) = (A^ — 

于是，形式^ i 可表达为其中^/是 M 上的形式，从而 D -77 二引理得 

证- I □ 


设在底 M 中存在一个2维的闭定向子流形 Pc M . 由引理推出 

推论2积分和 相等； 从而 ，量 J p n 与纤维丛 p -. E^M 中联络的 

选取无关,是一个“拓扑（不变）量”. 

证明 S P {^ — O) — J p du = j &p u = 0, 因为 P 无边界- □ 
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我们现在考察任意的矩阵群 G 以及在坐标为的区域中的局部曲率形 
式 f ?- 在规范变换下， 

Q 一 g ( x ) Qg ( x )~ l . 

考察标量值形式 TV 显然有 

Tr S2 = Tr(gf?g^ 1 ). 

结果，形式 TV U 不变地定义在整个底 M 上. 

由比安基恒等式 （41) 可得 

df ? = — [ j 4, J 7]. 

由此推出形式 Tr i ? 是闭的： 


dTr J7 = Tr(dS2) = —Tr[A，/?] = 0, 

因为两个矩阵的换位子的迹永远等于零. 

如杲在对应的结构方程 （31) 中用另一个联络 D 替代联络^我们就有 

一 (jj'j ~ duf ’ d^) — — H - [^’ wj. 

过渡到取迹 TV ^, Tr^Tr ^, Tr 7? s , 并利用等式 Tr [ u ^ w ] = 0,我们可得 

d(Tr uj - TtuJ )^ Ti {} B ^ TrJ } E = p*(Tr O - TrO ) 

(取迹运算与运算及 p * 可交换).局部地还有 Tr uj = Tr luo Tr ( pM)，Tr U = 
Tr u ^ o-h Tr ( pM )* 最终可得 

Tr ^ - Tr 7? = dti (在底 A / 中) ■ 

由此导出形式 TV 在流形 M 的 2 维闭定向子流形上的积分是一个（与纤维丛的联 
络无关的）“拓扑置”. 

现在局部地在底空间区域中将形式/?表达为矩阵值的微分2-形式 

J ? = Q ^ dx ^ A dx v = { q ^^ dx ^ A dx ' (42) 

而联络则为矩阵值的 1- 形式 

4 

A = (43) 


(我们常将局部形式 A 称为“联络”，这意指它定义了 “真正的”己经假定存在的联络 
在这些形式之间有着这样的 关系： 





( 44 ) 
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我们已经定义过形式的积，在那里作为定义，系数的乘法取为换位运算，在这里我们 
再定义矩阵值的形式关于通常的系数矩阵乘法的积（比较类似的定义 (33)) 

八叫)(7~ 17 ,，. , r p + g ) = sgn ■ ■ ■ ，了〜卜 〆 〜 , rj g ), (45) 

i \< "< i v 

j \< … Cj /f 

其中 ^ P+1 P + 《是置换， 《( P 4) = 这种乘法满 

… Ip J1 … 3q / P l ^ ] 

足结合律，但不是反交换的（即一般情形下， 叫 一 （一1 产％ A %). 这样的“外 
积”可以定义“示性类”： 

Ci -- Tr(i7 A » — A J?) = Tr J?、i ^ 1 (46) 

这些形式 ^ 在整个底 AJ 上是合理定义的，因为在规范变换下 

n -+ gQg ~ \ n % g ^ { g ~ x , Tr U 1 = c % ^ d . 

由于比安基恒等式，这些形式^是闭形式 

i 

dTv n i = Tv = ^2 Ti(J2^- 1 A {dn)A 0^) = 0, 

J-=l 

因为 - 及 Tr (^- J [^ =0 (试对 4 = 2 证明这个等式!） 

当用另 一 个联络 G 替代联络 w 时，形式 q 相差 一 个正合形式 dui,Tt J?*—Tr J ? 4 = 
dui f 其中 

i 

p*u r - J2(—iyTt(fP_ L A (A-A) A D z ~^) 

夕 =1 

(试证之!) ， 因此 ， 在流形 M 的 2 i 维闭定向于流形尸上的积分 f p a 是拓扑童， 
对于群 G = SO { 2 n ), 我们再引入底流形 M 上的一个加次形式& 

l 3 ( n ) x n = [ xl ^ iri ^ r ^) - , 0 { n ^ )], (47) 

U < i 2 

， _ ， 

名 2 ti -1 <^ 2 n 

k { 1 9 … On \ 

其中 ^ 二. 是置换, Pin ) 是一个数值系数，它将在后面根据正规 

\ ^1 ^2 ■■- ^2 n / 

性要求决定， x [ L ^\ ■- 』(叫是关于 n 个反称矩阵[⑴= (@) T … ， i >) = 的 
多线性形式，构造 如下： 如果/⑻是坐标为…，如的空间 R 2n 中 
的一个2次形式 T 则 

A .- A (⑷二 x [厶⑴，… , L ( n ) ] du ^^ r \ du ^. 
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(这类似于所谓的“普法夫式 ”.） 

如果 n = 1 ， 则 X ( L ) 就是群 5(9(2} 的李代数与直线 股 1 的 同构； G = 50(2) 时 
的形式 Xi 已经在上面引入过 （G 二 U ( l )^ SO (2) 肩 n 二2, 我们有 

13(2)\2 = A ^(r ty ,r, 4 ). (48) 


习題 


25.5, 证 明：; u 是具结构群 C ? = S 0 ( 2 n ) 的纤维丛的底空间上的闭形式.如果 
底 M 是度量为的 2 n 维黎曼流形，纤维丛是具与度量相容的对称联络的切丛，则 

(n = l)xi = Rda = Ry/gdu A dv y g = det { gij ); 

(一般 情形）卢 ( n)Xn = A 八…八 J ? i 2n _ al2tl? ㈤ ) 

s 

其中 = ^ 2 Rijkidx k A dx l , E ^ jki 是黎曼曲率张最， J ? 是标最曲率. 

k<i 

25.6. 证卧对于具结构群即⑻的纤维丛，所有的形式 咖 +1 = TV ( l ? m ) 是 
整体（即在整个底流形上）正合的，因而未给出拓扑量 （i < / I ).(对所有的群 SO { n ) 
和 SU ( n ), 形式 Cl 是平凡的，因为 TV J ? 三0 (李代数由迹为零的矩阵组成 ).） 

对于 n = 2和群5<9(4),唯一的非平凡示性类是 Q = Tr (/? 2 ) 和心.对于4维 
的具度量的黎曼流形，设其联络是与度重相容的对称联络，则我们有 

c 2 = — R t ^ K Rij V ^ dx k dx K A dx lJ A dx ^; 

X2 = A dx ^ A dx x A dx ' (50) 

积分 Jm c 2 和 D 是 M 上度量 ( gij ) 的函数，具有恒等于零的变分导数（即在度 
量作小改变时它保持不变).（见卷1, §42及其习题——译者 +) 

对于群 SO ( n ) 和 U ( n ), 我们己经列举了最重要的示性类.对于群 Sp ( n ) 还可以 

引进类似的示 性类心 它们是底流形上的幻次形式,这里办 ㈨ 及其李代数实现为 
四元数酉阵和反埃尔米特阵，此时它们中非平凡的 只有& (试证之 t 但是，这些示 
性类并不太重要. 

现在我们将指出一般的示性类的构造方法(所谓示性类即底流形上的闭形式，它 
们在联络改变时只相差一个正合形式，结果它们在闭子流形上的积分成为拓扑量). 
考察李群 G 的李代数 0 及群 C ? 在 0 上的内自同构 Ad ^ 


Ad 沒： Z h glg ^ 1 , I ^ ^ (G 实现为矩阵群 )* 

定义 25,6, 李代数 0 上的一个数值对称多线性形式称为 
Ad 不 变的， 如果它在0的 Ad g e 型变换下是不变的： 


* - ^9^m9^ 1 ] = 11 dm _ 


( 51 ) 
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每一个 Ad 不变形式0定义了一个示性类由 Ad 不变形式0构造示性类 
的方法如下：如果是底流形加上的（局部）曲率 形式， 则我们置 

■ ， r m ) = <^(0) = ^ Sgn aij[S2(r ny T i2 ) - , (52) 

• • s 

hm— 1 < i2tn 


其中 ( 1 ' 2m ) 是置换.由 # 的 Ad 不变性导出 c ^{ Q ) 是底流形 M 上合理 

V “… i 2 rn / 

定义的数值形式+ 

习通 25*7. 证明： 形式 c ^( f ?) 是闭形式且在同一个纤维丛的联络改变时只相 
差一个正合形式（即它关于闭子流形的积分是一个拓扑量 )， 

这个一般的构造与我们前面考察过的特殊例子之间的关系是不难看出的.比方 
说，在 G - SO (2 n ) 的情形，如果在（叫中令妒 -x (X的 Ad 不变性的证明是习 
题 25.5 的一部分)，则我们得到（除一个常数外）欧拉示性类心的 定义； 如果对每个 
1 选取# = W 这里 

似“，■■，〜)= ^2 叫/……， D ， (53) 

则我们得到（也除一个常数外）示性类 cv 

例 25 .1,设 G 是交换群严（或，)，于是 0 = 作用 Ad 5 是平凡的.因此, 
任意的对称多线性形式定义了一个示性类对每一个 m T 所有的形 
如~(卬的示性类所成的集关于下面的运算构成一个 代数： 对每一对 

指定类 C 針和^(/?),其中（_?川1，. .二邱1，… Jml 卻1，… ，，m]， 少+€ 
有类似的表达式.于是，所有的 c p ( f 7) 型的示性类全体是一个具^个生成元的对称 
多项式代数，这 n 个生成元分别对应于初等形式 ^(0 = { I ' ei )' 其中 ei ，…， e„ 是李 
代数 0 二关于欧几里得度童的标准基1 

我们用 t ,{ Q ) 表示示性类 ^{ O ), 它是纤维丛底流形上的一个2次形式.任何 
一个示性类可表示为 

E ⑼， (54) 


其中 m 十…十二 w . 

例 25.2. 设 G = U { n ). 此时李代数 S 由反埃尔米特矩阵组成 . S 上的任何对称 
的 Ad 不变形式，…人 t ) 可以限制于 嘉当予代数上（嘉当子代数即 0 的极大交 
换子代数卟对于群 U { n ), 可取对角反埃尔米特矩阵（即对角元为纯虚数的对角矩 
阵）所成的代数为 f |. 可以证明 Ad 不变形式0在嘉当子代数上的限制完全决定了 
这个形式本身1这个事实我们不加 证明， 
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我们研究形式 A 在嘉当子代数上的限制.在裹当子代数上取基 G 
中那些使得形 如；- Wg - 1 的自同构保持裹当子代数 f | C 3不变的元 g 组成一个有 
限群,称为群 C ? 的外尔群.对于 G = U ( n )^ 中的基可由只有一个非零元 = i 
的对角矩阵组成.这种情形中的外尔群是基$的全体置换所成的群心（试证之 !). 
如果令 h ( l ° k ) = 我们可将线性形式 G 视为对偶空间 F 中的基/于是，对称的 

Ad 不变形式#在裹当子代数 f ) c s 中的限制可表示为变量 h ，…， t n 的对称多项 
式.可以取下面的 

<)=4 + ■■■+< ( 55 ) 

作为对称多项式的基.示性类与前面定义的示性类 q 重合.（例 如， 显然= 

h +…+ fit 是6中的迹算子，而对所有的 “m e f ) f ^ U \ t t m ) = * i {^)£ i ( m ) + …十 

= Tr ( U ,) 公式 （53) 表明示性类可从嘉当子代数延拓到整个李代数上 + 

例 25,3. 设 G = SO (2 n ). 李代数 3 由反称矩阵组成，嘉当子代数 f ) C 0 由平 
面 R 12 , R 3 4, ■■ - ^2 n ^2 n 中的“无穷小旋转”生成，其中下标表明中的基向量 
偶.于是，基 I …，圮是这样的： 

(•' 0) 

,0 = 0 1 
3 -1 0 

Vo / 

其中这个矩阵唯一的一对爿#元是 

i ^ jhj - h 2 j - 1, (^)2 j \2 j -1 = —1. 

形如^ ㈠ 响- 1 Gee ?) 的自同构 t ) — f ) 的外尔群由下列变换生成（试证之!)： 

a ) 向童 A …， G 所有的 置换； 

b ) 每一对 G 决定的同时改变符号的变换,即对每一对决定一个变换: 

^ — ^fcl 当 J — 七，知时，垮 H 

我们再用表示纩中的线性 形式 ： = ^ 则在 f ) 上我们有下面的关于 
外尔群不变的多项 式基： 1 


^q SO) = + …4❾， g < n ， 

逆 n so) =n 


(56) 


示性类恰为而示性类则等于 Xu . 于是，上面指出的那些形式可以 
从嘉当子 士数延 拓至整个李代数上/ 



§25, 纤维丛的微分几何学 


• 205 ^ 


例 25.4. 设 G = + 李代数£!也是由反称矩阵组成.嘉当子代数 

H <zg, 由平面 M 12 s R 34 , * ' ' ； ^2 n - l ,2 n 中的“无穷小旋转” 生成， 并重合于 SO{2n ^-\) 
的子群 SO(2n) 的嘉当子代数，甚至重合于 U{n) C 50(2^) 的嘉当子代数，虽然外 
尔群要大一些（严格地说，例 25.1 中的交换群具有的嘉当子代数也与它重合^此时 
H -- 而外尔群是平凡群，我们又有基 ll - e H 和形式卜，其中 = 

S jk . SO(2n + 1 ) 的外尔群，除了 SO(2n) 已有的元外，还包括颠倒每一个平面旋转方 
向的变换+每一个这样的倒向诱导 t 空间中的一个变 换：匕 ^ # i . 因 

此，在我们需要的形式0中要添加一个形如 

f … + (57) 

的初等多项式基， 形式％ 给出示性类 

= C 2 q (O — SO(2n -h 1))* (58) 

于是，在这个例子中，嘉当子代数上所有关于外尔群不变的对称形式均可延拓至整 
个李代数上作为 Ad 不变形式+ 

5. 示性类.枚举 

对于群 G = SO ( n ), U ( n ) 7 可以证明不再可能构造别的示性类.更精确地说，任 
何别的“自然的”和“共变的”构造，如果它能对每一个具联络的纤维丛附加底流形 
上一个闭形式使得这个闭形式在闭链（即底流形的闭定向子流形）上的积分是一个 
拓扑量（即在这个纤维丛的联络改变时不变的置)，则这神构造必等价于上面所指出 
的示性类或它们在微分形式代数中的某个多项式.（作为定义，两个闭形式 a 
和 ft (也 =血= 0) 的（上同调）等价性意指形式 a - 6是正合 形式 ： a 二+如. 此时, 
这两个形式在外围流形的任何闭链（即闭定向子流艰） P 上的积分 相等: / p a - f p b .) 

我们现在将阐明术语“自然和共变的构造”.在§24中我们定义了具有同一个纤 
维和同一个结构群的纤维丛之间的（纤维）丛映射的概念（即这种映射 f : E ^ E \ 
它与射影可交换，即 /p =其中/ : M — 是底流形之间的映射，且它在每条纤 

维上诱导了属于结构群 G 的微分同胚)，我们也定义了 “诱导丛”的概念（见 §24.4): 
如果给定—维丛 p f ： E f ^ M f 和映射 f :M ^ M \ 则可以构造纤维丛 M 
及丛映射 f : E ^ E f . 此外，还提及（但未证 明)： 任何一个底为 M , 结构群为 G 的 
纤维丛（例如一个主丛）都是由底流形到万有主丛 PG ' E g — B g 的底流形戌 7 的某 
个映射 M ^ B g 诱导的，这个映射除一个同伦外是唯一的.万有主丛的丛空间 
是可缩空间，对于群 G = 0( n ) t S 0{ n ) y U ( n ), 万有主丛和 iV 万有主丛也已构造，对 
任意的 iV , 它们的底流形都是光滑 流形： 

B g = G Kn 对于 SO(n), N — oo, 

Ba — 对子 ooj 

B a = €P N 对于 U(l) = 50(2), N^oo, 

B g = 対于 SU(2) = 办 (1 )， N woo. 
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设己给定丛映射 f : E ^ E \ 它由底映射如上产生，并设纤维丛 
E f 己给定联络形式 oA 将映射作用于 ui '， 我们得到五上的形式 ui = roj \ 它同 
样是一个联络形式.算子 d 和 H 与映射 /* 可交换.因此，曲率形式仏也是共变 
的： 

= Qb {O f B - Hd^ f y Qe - 11 崎 

所有的示性类和一般的示性类（见前）都是自然地和共变地构造起来的，结果 
就成立等式（函子性） 

r ^ = c ^ (59) 

其中4和 4 分别是纤维丛 拉和 E 的由形式 o / 和 u ; 构造的示性类.此外，这些 
形式4和 w 是闭形式且除一个形如也的正合形式加项外与纤维丛 耵和 E 中联 
络的选取无关. 

定义 25.7. 我们称纤维丛的底流形上一个闭形式 c 的构造为一个 拓扑示性类, 
如果它具有下列性质： 

1) 这个构造在任何结构群为 G 的主丛（底是任何流形!）上可定义. 

2) 在丛映射下必须成立等式 

rc^c + du ( dtx 为某个正合形式) ■ 

(于是，如果将两个只差一个正合形式的形式看作为等价的，则将 c 视为一个形 
式的等价类时，要求 2) 就意味着 c 是一个共变的构造0 
拓扑示性类似乎很少. 

对于流形 M 可用下列方式定义“上同调群” 元 aG U ^( M ; R ) 可用 

一个实^次闭形式 a{dd = 0) 表示， S 的选取可相差一个正合形式 ( 即 S 与 a + du 
是等价的).通常的形式的加法诱导了这些等价类 a 上的加法运算.群是 
交换群（且当 g > dim M 时， i ^( M ; R ) = 0). 直和 H + ( M ; R ) = 关于闭 

形式的外积构成一个结合代数（细节见问). " 

定理 25.3. 万有 G 丛的底执？的上同调群 H ^( B g \ R ) 中的每一个元 c 对所有 
的 G 丛定义了一个拓扑示性类.逆命题也成立， 

证明如果示性类 c 在前面定义 25.7 的意义上由所有的 G 丛的底流形上的一 
个 g 次形式给出，则元 c 属于群它就是底为的万有 G 丛中的那个 
示性类.反之，设给定元（上同调类 ） c G H ^( B g ; WL ). 对任意的底流形 M ， 任意一个 
底为 M 且结构群为 G 的光滑纤维丛7?都是由某个光滑映射 f : M — B g (除一个 
同伦外）唯一地诱导而成的.我们令 

咖）二广 ( c )- 


因为命 • =广< 形式 C ( r ?) 是闭的并定义了 R ) 中的一 个元. 两个同伦的映射 

hj 2 对应于等价的闭形式 mc ) t mc ), c l [ V )- c 2 ( V ) = du . 定理得 iE □ 
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空间的上同调群的一些例子 
例 25.5. 设群 G 是离散群， 

a ) G ^ Z ； B G = S \ H ^ Bg ： R ) = JR * 当 g > 1 时， = 0- 

b ) G - Z m , m 是有 限数； J 5 g 是透镜空间（见例 24.7), 

J ^( Z ^ ; JK )=0， 对一切 & 

(可以证明：对任意有限群当《> 1时 奶 ( B g ; R ):-0) 

c ) G - (n 个加项)； B c (n 维环面)， H *( B g ; R ) 是 n 个 1 维生 

成元的外代数 1 

d ) G = 7 z x { M ^ B G = Nq (亏格 5 的曲 面)； iT ( i ? G ; R ) 有 1 维生成元 - , 

0 . fft bg 及英系 a \ A 6] =： - • * — A 和 di Abj ={) [i j ), a k Aa l = b k Abi = 0. 

e) G 是 P 个生成元的自由群；是平面]^上挖去 p 个点的一个区域， 

^(^; JR ) = 0当 q >1’ =， 

例 25.6, 群 f ? 是交换群 ， G ^= R k x T ^. 对群 G = E fc 我们有 J 5 G 是一个点 
(或是一个可缩空间)+对 f ? = T 11 二史 = t /( l ) - SO {2), 我们有 = CP ' 对 
G -= R k > cT m = m k x S 1 x - - xS \ 空 间氏； 形如 

Bq ^ B S I X … x B S 1 = €P™ x ■ ■ ■ x CP K . 

s ■■ ■〜 〆 、 、 11 〆 

mm 

上同调代数(执 y ; R ) 是 m 个生成元 t 1; _ . 6 H 2 ( B g - R ) 的多项式代数. 

例 25,7. G = (万 g ，） 是灯个生成元 q eR ) j ， 1, … ，及的 

多项式代数.对 G 二 5 C /( n )， 代数 B *( Ho ； R ) 是 n - 1个生成元 c 2 ， c 3 , … q € 
丑气 H G ; R ), 的多项式 代数/ 

例 25.8. G = SO {2 n )] H *( H G ] R ) 是打 — 1 个生成元 G - 

L … , n - l 和一个生成元 ; u e H 2 n ( B a ：^) 的多项式代数. 

例 25*9* G ^ SO (2 n + 1); JR 〉 是 rt 个生成元如 e H 4 i ( B G ; R),i = 

1， …， n 的多项式代数. 

于是，所有的基本的群6?的示性类在上面都己构造. 

对于非紧李群，拓扑示性类（作为底流形的上同调类）的分类问题归结为对于极 
大紧子群 KCG 这些示性类的分类问题，这是下面命题的推论（我们只介绍这个命 
题而不加证明)：底 By 和是同伦等价的，^ 因此由定 

理25义它们的拓扑示性类相同.如果李群是半单的（见§：11),则它的李代数0 
的复化卩 c 等同于某个紧群 G 的李代数 f 的复化成，称为复李代数彘 = 0 c 的紧 
实型.因此，从联络来构造示性类，例如，通过前面指出的对曲率形式 O 所作的初等 
运算来构造示性类，其结果无论是对 G 还是对 G 都是完全相同的.对于 G 和 f ?' 
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我们（局部地）得到完全相同的闭形式和关于联络的变分导数为零的泛函.但是，这 
些表达式常常是“拓扑平凡的' 即常常是给出一个如型的正合形式.例如，对于 
G = 和 G = r ' 这些闭形式在局部上都是相同的，但对于 G = R fc ， 这些示性 
类在闭链上的积分都恒等于零 . 类似地，对于 G = SO ( p ^ 这一切在形式上与对于 
G f = SO(p + q ) 所得到的是完全相同的，怛是我们能得到的非平凡的在闭链上的积 
分只有对极大交换子群 SO ( p ) x SO { q ) C SO ( p , q ) 才行. 

如果我们考察型的伪黎曼流形 M 的切丛，其中 p q = n = dim M , 
则我们可以像对（具正定度量的）黎曼流形一样用局部表达式构造出相同的示性类. 
这些形式在 M 中相应维数的闭链（即闭定向子流形）上的积分的变分导数也等于 
零.但是，这些示性类中有许多在拓扑上恒等于零.即它们在任何闭链上的积分恒 
等于零.作为例子，我们指出，非奇异洛伦兹群 50(3,1) = G 的李代数复等价于群 
SO ⑷= G 和群々= SU (2) x SU {2) 的李代数.对于亡= 5(7(2) x SU (2) m 
^ ^ 50(4) 我们有两个维数 4 的示性类： 

c 2 eH\B G r,R), X2 eH 4 (B G " ， R). 

对于 G = SO (3, l) t 它的极大紧子群为 50(3) C ^0(3, 1), 我们只有一个拓扑示性类 

c 2 €B 4 (B g ;R) 


(怛按前面应有两个微分几何的示性类)+ 

利用万有丛的方法可以证明示性类的重要 性质： 在示性类 t 可以取到这样的基 
使得它们在闭裢（即任意 G 丛的底流形的闭定向子流形）上的所有积分都是整數- 

这个事实可从下面的结论 推出： 在底为 B g 的万有丛的代数 ^( B C ; R ) 中可以 
取到完全基 ， d k 使得它们在的闭链上的所有积分都是整数. 

设 M 是任意 G 丛， P 是 g 维闭定向流彤， ip\P — M 是光滑映射 (( P ^) 称为 
一个“奇异闭链”). M 上的纤维丛由映射从万有丛诱导而得.于是，我 
们在战；中有各种维数的 闭链： 


{^池 抻 ' P 么 M 

和形式< = r ( d s ) —— 底 M 中的示性类.进一步， 如果式 的维数等于 g = dim 
则我们有: < 在流形 A / 中的闭链 ( P ,< p ) 上的积分等于 

f < = f ，(<)= f r(ds) = f ^r(d 3 ) = f d, 

(P 冲 ) P (P^) p 

——对 Sg 中的闭链这是一个整数. 

例 25.10. 考察群 G = R 1 和= SO (2) - 这两种情形的纤维丛的曲 

率形式是标量2-形式 D = Q ^ dx ^ A dx ^. 自然有这样的问题:什么情形下，一个闭 
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2-形式是某个 G 丛或0丛的曲率形式？（在物理学中这意味着整体地引入一个向 
量势的可能性，这是量子化必须的 .） 对于 G 和 C 的回答是不同的.充要条件是这 
样的（我们对充分性不加证 明)： 

a ) 对于群 G = 充要条 件为： 对任何2维闭链 P 应成立 f p O ^ O ; 等价的条 

件：对某个 1- 形式儿在底 M 上处处成立 J 7 ：= (1 A . 

b ) 对于群 二 SO (2) = f /( l ), 充要条件为：经正规化后在所有的2维闭链 
P 上的积分都是 整数： / P J 7 是 整数； 向量势 A (以 前的记号是 u ;) 可以整体地在 M 
上方作为丛 苧间五 中的形式给出< rfA 二: T 4：. 

在物理学中，形式 D 可以表示电磁场强度其中，由于麦克斯韦方程， 
diF ^ dx ^ Adx ^) = 0 (见卷1， §25.2). 形式 i ?- F 给定于闵可夫斯基空间]的一个 
区域; 7中.如果在物理实现中，电动力学是“紧”的（即群是 SO {2) 而不是] R 1 )， 则如 
狄拉克指出的那样，“磁单极”是可能的.在磁场不依赖于时间的情形，我们有，例如， 
区域 （/ CR 3 , 其中 t / = M 3 \{ i 0 } (设 形式 = = 

是区域17中一个磁场的场强、这个磁场在点 O 处有竒性.考察球面巧 C R 它由方 

程 f ： (， - ^) 2 =沪 > 0给定_由于条件 b ) T 我们必须有 

p=i 

J n = n (整数) ■ 

于是，通过球面的磁场流量可以是整数值:但不必须等于零，这并不与向量势的存在 
(以及按照规范场的童子化理论的一般原理将磁场量子化）矛盾.可能在点 

^ G R 3 处有若干个磁 单极. 这样，在区域 R 3 \{^ o(J - U ^ n } 中就有一组独立 
的 闭链— 

例 25 .11. 考察球面上的具不同的结构群 （？ 的纤维丛，它们可以由群 
7 T fe _ 1 { G ) 中元定义（见 §24.4). 

k ^ 1 ? G = 0{ n \ S 0{ n ), U { n ). 由于群 SO ( n ), U ( n ) 的连通性，屮上的所 
有以它们为结构群的纤维丛都是平凡的，因为 TrofOfn )) - Z 2 , 所以存在结构群为 
^ = 0( n ) 的非平凡纤维从.我们以后在广义相对论的齐性模型中会遇到底为1维 
流形（底 R 1 ) 的纤维丛中的联络，但是在那里不存在曲率理论. 

b ) fc 二1对于 G = 50(2), 我们有许多纤维丛，它们可以由整数 m e ^( SO (2)) 
二 Z 定义.它们就是霍普夫丛// (纤维为 C 1 ) 以及它的张量幂 rT 〈见§24.5)，数 m 
可以这样来 确定： 



其中，是曲率形式.另一种 说法： 我们将炉上的纤维丛实现为 C 1 兰屮 \{ oo } 上的 
直积（由于引理243,炉 \{ oo } 上的任意纤维丛都是平凡的).其联络为 A 二 
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A z dz + Afdz 且我们还要求当 ► oo 时 


A 



dx * 1 



(即当 k 
^ dg 


9 


oo 时，联络趋向于平凡联络).对于 G 

• dip 


50(2) - U(l ), 我们有 p 


x 


、 dxV dx ^ 

(相当于圆周 s 1 ) 上由下式定义: 


函数 <p(x) 只能当 M — OO 时渐 近地 定义; 它在射线 q 的集 


g:S l ^ $\ XHe 化⑷ （1# 大) ■ 


这个映射的度等于 

c ) ^ = 3;因为对于我们遇到的李群 G (和所有的李群）都有 MG) - 0,所以 P 
上的所有纤维丛拓扑上都是平凡的.任何零曲率的联络可表示为 


A 



办(忑) 

dx ^ 


〆㈣ 


我们得到映射 

g{x) : *9 3 — G . 

这个映射的同伦类是群 tt 3 ( G ) 中的元，它刻画了零曲率的联络4的同伦类.回想 

一下： tt3(50(2)} ^ 0 ， tt 3 (5O(3)) 2 7r 3 (5[/(2)) ^ ^ 3 (SU(n)) ^ 7r 3 (SO(m)) ^ Z,n ^ 
3 f m ^ 5 ； 7ts(-SO(4)) ^ Z ® Z. 

d) k = 4. 这时有许多不同的 S 4 上的纤维丛和大量的拓扑不变量.由于 
S A \{oo} ^ R\S^ 上的纤维丛可由 R 4 上的联络给出，其中 R 4 上的纤维丛是 
平凡的，满足边界条件 

A^ix) 当 | 工 17 ^°°+ 

函数 〆 ： r ) 给出射线士形成的球面炉到 G 中的一个 映射： 

1 怎 1 

g -. S ^^ G . 

这个映射的同伦类是拓扑不变量，即 tt 3 ( C ?) 中的元. 

特别有趣的情形是 G = ⑷和 50(3). 对于 G = SO(A ) t 我们有两个 

整数值的示 性类： 



J Tr { F ^ F XK dx ^ 


A dx u A dx x A dx 


X2 


卜 (F〆， …相， ， 


(60) 


_ 2 丄丄 • 


. 纽结和链环， 


其中 益一磬 + lAwA ^ 而对于 G = ^7⑵和 G 

(算子 * 的定义见卷1， §19-3.) 


50(3) 就只有一个 


习题 25.8. 证明： 对于 G = 50(4), 当心= i 而 c 2 任意时，# 上的纤维为 S 3 
的纤维丛的丛空间 E 等价于球面 f {:这 种纤维丛对于 G = SU (2) 是主丛，而对于 
G = 50(4} 则是伴随丛) ■ 

注如米尔诺所指出的那样 ，这些 纤维丛（即那些 ^2^ X 2 ^ 1 的纤维丛 ） 的丛空 
间五 有一部分虽同胚于球面#但与#不是微分同胚的. 


§26. 纽结和链环.辫 
1. 纽结群 

基本群的一个重要应用是 3 维空间中的纽结理论和链环理论.考察 R 3 中一条 
光滑闭曲线 277,7(0)- 7 (2 tt ), 它自身不相关且有非零速度向量今.这条 
曲线可能是在 R 3 中打结的曲线（图 94)1 



不打结 

a) 


最简单的纽结 
(三叶形纽结) 

b ) 

图 94 



“8字形纽结” 

c ) 


纽结的一个同痕是指纽结在空间中的一个运动，这个运动是通过空间到自身的 

恒等映射的一个（由微分同胚组成的)①形变而得到的.纽结 7 称为非平凡的，如果 

不存在同痕使它成为平凡纽结 ^:{z = 0, x 2 ^ y 3 = l }. 可以很方便的假定纽结 7 位 

于 S 3 D 舻屮+妒中增添点 oc 对纽结及它的同痕毫无改变（这些同 痕在妒 中“缝 

制”成一个2维曲面，不失一般性可以假定它们保持某一点不动)，对小的 e > 0,考 

察纽结7的 e 邻域心 边界 dU £ 是球面户，且 C 4 x 义，其中巧是半径 e 与 

7垂直的圆盘.在炉中移去 S 域 G 的内部.剰下的是一个带边界流形％ C 边 

界邪^二況4正是环面: T 2 , 显然同伦等价于开区域炉\ 7 = UV 
定理 26,1. 基本群 7Ti(W T ) = 7Ti(y T ) 称为 7 的 ia 结群， 

①通常， 画周到空间中的一个嵌入 ( m 光滑嵌入组成）的潛变称为（该圆周在空间中定义的）纽结的同痕. 
但是可以证明这样的0周的形变总能延拓成整个空间的一个形变. 
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纽结群 二 7 n ( V ；) 显然的 性质： 

1) 如果纽结： r 是平凡的，则 7vi(w^ - Z； 这是由于区域 vv c 炉或％ c 沪 

当7 0 = 0,： T 2 + y 2 = 1} 时可形变收缩于圆周 ( 见 §17.5). 

2) 由 E 域 V ；和％的定义，在纽结的同痕中，群 Xi ( K 7 ) - TTl ^) (以及这些 
区域的拓扑在微分同胚范围内）是不变的. 于是， 等式 TT.iWy) - Z 是纽结为平凡的 
必要条件.（注意，这个条件也是充分的，不过这是一个相当难的定理 


计算群 Tn (^) 的算法是这 样的： 

将纽结沿方向 d 投影到平面 R 2 (或“屏 
幕”）上（图 95) -对于一般位置的方向木 
可以假定在屏幕 R 2 上的射影^的所有 
自交点都是二重的且交角不等于零.在 
屏幕上显现的是一个具有若干条边和若 
干个顶点的平面定向图孓在每一个顶 
点处有4条边通过.对屏幕上的这条曲 
线孓（除定向外）在每个顶点处必须标 
明哪两条分支是“上面的”（取+号）和 
哪两条是“下面的”（取- 号). 在计算时，基点取在 OO e S^TTjiW.y ) 中的 
代表闭道将是沿垂直于屏幕 Et 2 的方向 d (在图95中是从左面）趋近钮结，我们 
将边编号且对屏幕 M 2 上的每一条边附加一个生成元~ (例如，在图95 

上，我们在屏幂上有顶点丄 B 、 C 和按曲线7经过的次序标明的边 [^ ( _) C (+) ] = 

7 i>[C( + )A ( _)] = 72,[ 义 ㈠ S (+) ] = 73, [B( + )Q_)] = 74 , [C(_)A (+) ] = 7 &S [A (+) B ㈠ I = 

7 e , 设闭路七从 oo 出发沿方向 d 走向对应的编号 j 的边的中点并绕过它返回，参 
见图95上对应于边 [ A ㈠ 召 (+>] = 73的闭路叫我们就得到^{^ 7 )中的一个生成 

J Li dj - 

这心生成元之间的关系产生 如下： 每一个顶点有4条边 7 ii >7 j 2 1 7 j 3>7 j 4 通过. 
根据我们依曲线7经过的次序所作的编号，在顶点处我们有厶 = 久+ 1 ， A = h + 1, 
其中数对 Uuh) m (hjA) 由相接边的编号组成.设两条边(土 ，: b ) 在 （ ij 4) 的“上 
面' 即曲线7的对应于这对分支的曲线段沿方面 d 位于更左面一些（见图95)，则 
我们有 




图95 


a h = a n = a j !+ i - (!) 

试证明对于第2对 ( J 3 , J 4= J 3 + 1) 有 


a U — a j3 + l = a j 1 la J3 a Jl r ( 2 ) 

(应该记住生成元七的定义可以相 差一个 替接巧 — 而关系 （2) 的形式并不改 

变，） 

_ 
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习题 26.1. 证明：所有的对每一个顶点所得的关系 (1),(2) 生成纽结群的一切 

关系 

_ 

由关系 （ i )，( 2 ) 明显可见交换群 私 (％)总同构于及 
例26丄对三叶形纽结 

a = = a4,aj - a^asas (顶点 S )， 

b = = rt2,o*5 = d^d\ j 

rt = a& = a 3 = a^ 1 a 2 as (顶点 A)^ 

或 6 = a ^ 1 ca y c — b ~ 1 ab y a = c 一 1 办 c * 


习题 26.2. 证明：在三叶形纽结群中可以选取生成元 a , 满足唯一的关系 

OL 2 = /? 3 - 


2. 亚历山大多项式 

纽结群常常显得很复杂.这里关于纽结群定义的亚历山大多项式是比较粗糙的 
不变量，但是却可以容易地区分各种纽结.设纽结群由标准的生成元(见 
前面）和⑴，⑶型的关系 n ( a l7 ■■ , a n ) = 1 {i = 1, …， m ) 给定. 我们按照下面的 

微分法则定义纽结群中元的“微分算子” 


dai 




da ; 

da { 


d db dc 

以 c) = W+ b h 


我们注意到任意元的导数是群中元的整系数组合（即所谓的纽结群的群环的元;^ 

我们构造一个 m x n 矩阵 (吾)+ 在这个矩阵中将生成元％的幂用形式变量 

t 按照规则< — A 替换，我们就得到一个 mxn 矩阵，它的元是 f 和 r 1 的整系数 
多 项式. 这个矩阵的所有 0-1) 阶余子式的最大公因子 z \( t ) 就称为 亚历山大多项 
式-这个多项式除了一个的因子外是确定的，这里*是任意整数. 

习题 


26.3. 证明： 如果两个纽结群是同构的，则对应的亚历山大多项式 ziW ⑺ 
(除一个因子是任意整数外）或者是相同的，或者满足关系 A f { t ) = A ( t - 1 ). 

26.4. 证明： 对于三叶形纽结，亚历山大多项式 A { t ) = 1 - t K 

26.5. 对图94 c ) 所示的纽结计算亚历山大多项式，并 证明： 这个纽结与三叶 
形纽结不等价、 

3,与纽结相关的纤维丛 

如我们已经看到的那样，因此，嵌入 ^ T 2 (这里 
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〜 代表同伦等价）生成同态 

HiidV^) - 丑 i(T 2 ) 2 Z® Z — Z 2 H^Wy). 

由于这个同态，环面: T 3 3外；上的一个生成元了在纽结7的补&中是零同调的. 
这个生成元7可以用曲线7上的（长度 s > 0) 的法向童场的末端表示.考察光滑映 
射# :护 — 义在此映射下^ C r 2 ,邱是 p 的正则值.设映射 p 在环面 
的另一个生成元（视为 S 1 — 屮的映射，见 §13.1) 的度等于 1. 如果可能，我们将映 
射 W 延拓到整个纽结7的补^上. 于是， 我们得到映射 

正则值邱的完全原像 ^ p - Hso ) 是一个2维曲面 P ， 边界 0 P =今在: T 2 上.收缩这个 
邻域（即令 e 趋近子 零〉， 我们发现纽结7本身就界定了旧（或 #) 中一张曲面 P - 
习题 26.6. 证明： 映射…： T 2 — 屮总可延 拓成 ㊉ 在证明时利用下面的 事实: 
曲线彳在 Hx ( V 7 ) - Z 中是零同 调的； 当 i > 1时^(^ 1 ) = 0.将 K 划分成“胞腔 
复形”并先将映射延拓到1维骨架（这是平凡的)，然后从1维骨架延拓到2维骨架 
(这需要作些分析)，最后延拓到3维骨架（这里要利用 ^( S 1 ) = 0). 

定义 26 .1. R 3 (或 P ) 中以 7 为边界的不自交的光滑曲面 P 所具有的最小亏 
格称为纽结7的亏格+ 

在许多最简单的纽结例子中，可以发现具边界¥ T 2 的补空间 V 7 是圆周上 
的一个纤维丛 


P ： V^^ 5 1 , 


并且，在边界 r 2 上，这个纤维丛转换成一 
个平凡丛 ^： t 2 ^ s \ 纤维为 s 1 ——与 
纽结垂直的平面上环绕纽结一次的一个小 
圆周.拓扑可以这样来描述这幅景 像：给 
定光滑纤维丛 P : v — s 1 ， 纤维 p 是一张 
亏格5^ 0边界为 S 1 的曲面（图 96); 在 
边界上,这个纤维丛是平凡的： dV ^ T ^ 
S 1 xS 1 ^ SK 考察具同一个边界的实心 
^ D 2 x S 1 : d(D 2 x S l ) = S l ^cS l = T 2 , 



5*】 g ^2 

… b ) 


图 96 

沿公共边界二 dD 2 x S 1 粘合流形 V 和 （ D 2 x S 1 ) 就产生一个 3 维闭流形 M. 
如果 M 2 炉，则 V = V, 是纽结 7 的补，这里纽结 7 作为曲线 0 x P 位于区域 
D 2 x S 1 中. 


最简单的例子： 

a ) 如果 g = 0,V = S 1 xD 2 ,P = D 2 , 则曲线 7 不打结 . 

b ) 设 g = 1 (见图96, a )). 流形 V 是由曲面 P 与 E 间 [0 T ij 的直积将上下底 


按照 （. x ，0) 二 { h ( x ) A ) 粘合而得的，我们假定粘合映射（同胚） h : P^P 使得在群 
H ^ PIJD 2 ) - hi { T 2 ) ^ Z ©Z 上诱导 了变换 a^ma + ab . b ^ la + kb , ?nk - nl - 
1 ( a ,6 e H X { T 2 ) 是生成元).在边界上，我们得到直积 

习题 26.7. 计算群 WV ) 和 x S 1 )), 选取粘合映射以得到球面沪 
和纽结 7 C # . 用这种方法对 m- 2,77 -3 构造三叶形纽结. 

我们考察一个有趣的例子：设在 C 2 中给定一个多 项式： f { z , w ) - + w n ， 其 

中 m 和是互质的.考察球面句= {|2| 2 + | iii | 2 = 5 > 0}. 方程组 

+ w n = 0, 

\z^\ 4 - \wf = 6 >0 ⑶ 


给出一条曲线7 C 轉. 

习题 26,8. 证明： 对于互质的 m , n ' 曲线 （3) 是连通的（纽结). 
考察纽结 - f < zSl 的补（记为 W y ). 按下面的 方式： 


P (^ y ^) = 


/(L — 

1/(1 叫1’ 


f ( z , w ) ^0 


构造纤维丛 


sp、：y — S 1 ■ 


⑷ 


习题 

26,9* 证明： 映射 （4) 的秩处处等于1且实际上是底为0的一个纤维丛.计 
算纤维的亏格. 

26.10. 证明：公式⑶给出了~个“环面纽结” 7 C T 2 C SI ， 其中纽结 7 是 
环面 T 2 上一条自身不相交的曲线（图97)，它在同调群 Ht ( T 2 ) = Z © Z 中决定元 

nia -h nh ( a , b 是生成元)「 

26.11. 证明：图 94, c ) 中的纽结不是环面纽结+ 



图 -97 


图98 


b ) 
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4. 链环 

我们现在转向 R 3 和炉中的链环（又称连 ,). 设给定一族圆周 HCS ' 
它们两两不相交 7 自身不相交且有非零切向董.图98, a ) 上显示的是平凡链环，图 
98, b) 上的则是非平凡链环. 

链环 (7 i > - , 1 k ) 的自然不变量是链 环群， ESP 基本群〜0 3 \( 71 |>.七7*)).计 
算链环群的算法与纽结群的算法是相 同的： 必须将链环投影到“屏幕”上，并像在前 
面 §26.1 中对纽结那样，指明生成元和关系. 

习题 26.12. 对图99上显示的情形 a ), b ) } c ) (fc = 2) 计算链环群. 

我们知道链环的一个不变量^它就是环绕系数 {7^7 d ( 见 §15-4) 组成的矩阵, 
但是，即使对于 fc = 2 它也是不足的不变置.在图 99, c) 上显示的例子中 ， fc = 
2, {7 i ,72} =0,且两条曲线各自都是不打结的，但是要“摘开”它们是不可能的.这 
一 点被链环群所证明. 



a 99 


链环的一个有趣的例子由下面的方程给出 （/ 是多项 式)： 

/(z.w) = 0, \z\ 2 + I 川 | 2 = ^ > 0. (5) 


习题 

26.13 . 设 f ( z , w ) = z m + w n (这里 m t n 可是互质的也可以不是互质 的). 求这 
个链环的连通分支个数. 

26.14. 诬日 月： 像纽结那样，由公式⑷定义的映射炉—屮是 
一个纤维丛.计算纤维的亏格.找出链环群.考察下列 情形： 

a) = 之 3 + ⑴ 6 ; 

b) f ( z t w ) = z 2 w ^ rw ^. 

5 .辫 

我们现在考察“辫”及与它们相关的群，在平面舻上取定 n 个点 A , …，凡 
并考察积空间 IT x /,其中 J = [0,1]. 

定义 26.2. —个 （ n) 辫是指 R 2 x 7中如下的一组 （ Ti 条）光滑曲线 7 i » …， 7 n : 
它们自身不相交且两两不相交，每一条都有非零切向量 （妁 / 0) 且对一切 f 都 
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P , 


a) 



㈣ 


辫/ ^，尤 2 的积 

b ) 


图 10 U 图101 

我们有辫群到置换群的一个 同态： 

瓦4 a { K ). 

这个同态的核（即满足 o { K ) = 1的辫 K) 就是纯辫. 

辫群的生成元集 = L …对应于置换群__ 

s 介 中的对换元^= c <+ …) （ 图 10 斗辫 —y 
群中的关系是这样的（试证之!)： 卜 1 

= 1 ，兔 = 1，…— 2， 

Pi /3 j = 巧 A 当 \ i - j \> ~ 1,-' , n - l . 

习题 26.15. 证明： A 是牛成元，而⑹是完全关系集. 

下面介绍有趣的闭辫+它可以描述 如下： 考察实心环 Z? 2 X# c R 3 和由 D 2 x 妒 
中若千条自身不相交且两两不相交的闭曲线 

{7 i ； - ,、} C " 2 x 5 l CR 3 

组成的紐结和链环+我们要求所有曲线 n k 的切向童不是零向量且不是任何 
圆盘 D 2 xt . Q^t ^277 的切方向，我们来研究区域 D 2 x 妒中的这些“横截”纽结 
和链环（即闭辫)， 


|+1 (+2 



石 、 


$ 102 


⑼ 


横截于纤维 M 2 x 〖， 当 （ = 0,1 时必须成立 

1(0)，= ( Pj ，0)， j =^1，+ - 1 T n ， 

7j(i) ? = ( 巧⑷， 1)，J ; 1, ■ ■ ■ ) 穴， 

其中 a 是指标 1 T …， n 的一个置换（图 100). —个辫称为纯辫，如果 cr 是恒等 
9 M . MJ ) - j . 辫关于同痕的等价类构成一个群，称为辨 群：辫 的乘积 
通过将辫 iifi 的下底与 ir 2 的上底连接而得（图 ioi ， b )). —个辫的逆辫仍是这 
个辫但是每条边关于 i 的走向相反.单位辫形如图101， a ) 中所示. 





XXX 
2 r 2R 2 
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习题 26.16, 证明： 每一个上述形式的纽结或链环定义了某个辫群中元的共轭 
类.再 证明： 这种纽结和链环在中的横截同痕等价类恰恰与辫群的共轭类 
- '对应 ■ 

注可以证明： R 3 中的任何一个纽结或链环通过同痕可转化为一个 Z ? 2 x 5 1 + 
的横截纽结或链环.但是，这对于 E 3 中的纽结和链环的分类并无多大用处，因为一 
个纽结可以转化成多个不同的闭辫. 

辫群还有另一种有趣的解释.考察所有的（最高次项系数为1的）具有 n 个不 
同根…，〜的 n 次复多项式 

f Z 71 + Q >\ Z n 1 ~h ■ ' ■ + Cln 

所成的集=我们可以证明群 ^( U n ) 同构于辫群 B n ‘( U n 上的拓扑，比方说，可以 
用范数 t /| = f W 来给出 .） 

考察空这里 

V n = M 2 x ■ ■ ■ x M 2 \ A , 

71 

而 Zl 由 n 元组 t z n ) 组成，其中对某一对 = Zj . 

习题 

26.17. 证 明：群 &(%)同构于某个辫群的纯辫子群. 

26.18. 证明： 空间 V n / S n {^ U n ) 的基本群同构于辫群这里 SU 是按规则 
㈨ ，” ■ ，，…， P 作用在 K 上的打阶置换群. 
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§27. 动力系统定性理论的最简单的一些概念 . 2维流形 

1. 基本定义 

定义 27,1. 流形 M 上的一个光滑向量场^称为一个动 力系统 （或称为一个自 
治动力系统). 

局部上， 一 个动力系统可用一个常微分方程组 

= ,x n ) (l) 

来描述1积分轨道就是方程组 （1) 的解或者是指这样的曲线 7( t ) =彳 f ⑴1 H ⑷的 
速度向童仲）在每个时刻 f 等于 出 ⑴).根据形如 （1) 的常微分方程组解的存在性 
和唯一性定理,对于光滑向量场^积分轨道局部地在一个有限的时间区间上存在且 
唯 一. 在非紧（开）流形上可能发生轨道 T ⑻在有限时间内“趋向无穷”，因此，轨道 
仅仅在 f 的有限区阂上存在.在（紧）闭流形上每一条轨道关于 t 可以无限延拓且对 
任何的 t { — oo <t < oo ) 存在. 

向量场 € 定义了函数关于方向 f 的微分算子 （见 卷 1, §17.2) 

J ^ ^ dx^ 

这个算子的指数映射（见卷 1 , 卩 24.3) 

忌= exp (^^) = ^ (2) 
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定义了函数沿向量场$的积分轨道的移动，即对每一点 XGM 

S t ( f ( x ))^ f { S t ( x)) t (3) 


其中 S t ( x ) = 7 ( t )， 今= ( 和 7 (0) = ^回想一下， M 上的向童场$ r ? 的换位子是指向 
量场匕札它局部地由下列公式定义（见卷1， §23.3) : 








V 1 


dx^ 


或 


%乃】 = 咚⑷ 

我们引入某些一般的概念. 

定义 27.2, 1) 序列( 7 {^)},其中0 — 士 oo , 的所有极限点组成的集称为积分 
轨道 7(*) 的板限集并 ^+(7) U ，(7) 称为7的^极限集,记为 w (7)- 

2) 动力系统 （1) 的一个正（负）不变集（流形）是这样的子集（子流形 ） JV C 
M 使得对任意点 XGN , 满足 7(0) = I 的轨道700当〖 > S 0) 时必位于 W 
中（即对于 £ > 0 (t < 0), S t ( x ) C N ). 

特别有趣的是#对 * > 0和 t < 0都是不变集的情形，这时称为动力系 
统在 M 中的不变集或不变子流形. 

3) 闭不变集 ATc M 称为极小集，如果在 iV 的内部没有更小的闭不变集. 
(极小集的例子有 a ) 向量场芒的奇点^这里 ^ o )-0; b ) 向童场石的周期轨 
道.我们在后面将遇到更复杂的极小集例子 -) 

4) 我们说轨道 7 ( t ) 被集 N < zM 俘获,如果对某个 t 0 , 当 f > f 0 时 7(*) 都 
位于 JV 中. 

5) 超曲面 PcM 称为横截于动力系统，如果向董场《处处与 P 不相切 - 
超曲面 P 称为闭横截的，如果它还是流形 M 的闭子空间， 

在后者的情形有两种可能性， a ) 闭横截的 P 将 M 分成两个区域： l ^ iU ^ = 
M ， W l f \ W 2 = P ] 此时和灰 2 中的一个俘获向童场 f 所有的轨道,而另=个则俘 
获向童场^的所有轨道（试证之!) . b) 闭横截的 P 并未将 M 分成两个区域.这里 
我们特别选出一种 情形： 此时，所有从任意点 xeP 出发的轨道经过有限时间 *0 r ) 
后部回到 P 并与 P 相交.显然，这个相交的时间函数 f ( z ) 光滑地依赖于 I G 结 
杲， 可以定义光滑映射 命 I P — P , ip { x ) = 7(£(工))， 7(0) = 

习題 27.1. 证明： 整个流形 M 微分同胚于所指出的商流形 

M = P A /(0, l)/(x t 0) ~ ( 分 ( 2 ： ) ， 1)* 


证明： 流形 M 撖分同胚于底为圆周 S 1 且纤维为 P 的纤维丛, 
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除动力系统外，构造由方向场€(岣 〜 -^( X ) 给出的所谓“1维叶状结构”也是非 
常有用的，当然，局部地（在非奇点 <(刊）一 0的一个邻域中 U 维叶状结构可描述为 
形式 （]) s 但是，应该注意到两种 情形； 第一，对任意的标童函数/ 一 0,系统^ = £00 
与系统± = J ( x )^( x ) 决定了同一个叶状结构（与 f ( x ) 的乘积对应千转换成新的“时 

间” 参数: t 二 - f { x { t ( r )))- 第二，并不总是可以在整体上记成形式⑴ 

的； 因此1维叶状结构甚至并不能正确地 引入时 间方向（图 103). 考虑“1维叶状结 
构”的动机也可能是各不相同的.例如，在液晶理论中 T 方向场$〜—与是某个决定 
介质的光学性质的秩为2的轴对称张童（在给定点的）对称轴.在 （1) 的右边是代数 
函数的动力系统理论中，为了研究轨道远离坐标原点时的性状；必须对空间 IT “添 
补” 一 个无穷远点，从而将它转变为 RP n ; 动力系统作为光滑方向场可延拓至 RP R 
上，但是失去时间方向，在 n = 2的情形 （2 维流形1维叶状结构由1 -形式给出. 
局部地在坐标为:的区域 C/ c M 2 中，我们有 

U； = P ( x , y ) dx^r Q ( x , y)dy = 0* (5) 


如果 P 或 Q # 0,则点 ( x ， V ) 非奇点 k 设 P(a:，y ) 和 Q (: c，y ) 是 m 次多项式，则我们 
作通常的射影替换 


我们得到齐次坐标表达的 1- 形式 


ui 

u 0 



乜 D 


⑼ 


S 2 = u^ 2 oj = 



< +2 Q 



[uq<1u\ — ttidu^) + 
(uodu2 — U2duo). 


⑺ 


方程= 0给出整个流形 RP 2 上的叶状结构. 



图103中心是 奇点為 边界上的奇点 B 是 图104庞加莱函数 r — /( r ) 5 r € 7 1 由这样的轨 

鞍点.线段丑』上无时间方向 道 7 ⑺ 定义：仲） -/( r ) € 1井 

且在与 yt ) 之间的这一段轨道与 T 不相交. 

r = 0 为极限环70的点 
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习® 27.2. 证明： （由叫 = 0给出的）无穷远直线 RP 1 C RP 2 是1维叶状结 
构 D = 0的积分轨道，并证明：叶状结构^ = 0无法引入时间方向.研究当 m = 2 
时叶状结构0 = 0在无穷远处的竒点. 

定义 27.3. 2维流形上的动力系统或叶状结构的周期积分轨道称为 板限环 ， 如 
果在该轨道充分小的邻域中不存在别的周期解. 

在这种情形不难看出在极限环附近积分轨道的图像如图104所示. 

在 §14.5 中考察过平面 R 2 上这样的动力系统的极限环， 

它横截厂= dD ^ 进入闭圆盘(见庞加莱-本迪克松定 
理欠 事实上，这个定理与球面沪上的叶状结构有关，其中 
北极是源点（图 105). 球面上的一般位置的向童场必定有 
一个源点或 涡点； 见 §15. 这是关于向童场指标之和的定理 
15.3 的推论.事实上，这是唯一的一个有效的保证存在极限 
环的定理 . R 2 上 （1) 的右边为多项式（甚至是二次多项式） 

时的动力系统（或作为 RP 2 上的叶状结构）有多少个极限 ® 105 

环仍是未知的.在各种不同的情形找出它们就成为非平凡 

的问亂一个特殊的（退化的）情形就是平面 K 3 上的散度为零的动力系统（或向里 

场卜 它满足^ = 0). 在这种情形，变换&保持区域的面积不变（见卷 

h §23). 这些动力系统是具有1个自由度的哈密顿 系统； 因此，它们有能量积分且是 
完全可积的（见§28和卷1例 23.2)1 

2 . 环面上的动力系统 

由于关于向量场奇点指标和的定理（见定理 15.3), 环面 T 2 是唯一的具有处处 
不等于零的向量场的闭定向曲面.例如，对具有周期系数的微分方程的定性研究问 
题就导致环面上这种类型的 系统： 设给定方程 

土 = 」 (8) 

其中右边的函数关于两个变置都是周期的，即 = f ( x , t ) = /( x,t + l ). 方 
程⑻，使用坐标 t (模(模1)，定义了环面： T 2 上形如 

x — i = 1 ⑼ 

的动力系统.方程组⑼具有由方程 t 给出的闭横截 S 1 C T 3 . 横截# 并没有 

将 T 2 分成两片，由于方程（9)，每一条轨道 7 ⑷二经过时间 t(aO = 1后又 
回到横截 S 1 . 于是，我们得到映射（度为1的同胚） 



^P ： S l ^ S 1 , 


(10) 
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其中， i)(x) = 7(to + i )， 7 ( k ) = (^yto) e S 1 c 
T 2 . 对每一个映射 分 ：S' — 我们定义一个同 
胚 h — R : ip(x) =必 0)( 模 1) 和 ^{x + 1) = 
^p(x) + deg ^ ^ \^{x) 4 - 1. 数值函数 y =巧 ( x ) 的 
图如图106所示.可以假定巧⑼:> (X 设 ^ n (x) = 
★tpHx.) … 、、'n > 0,及 = (^) -3 (逆映 

N -,- ， 

n 次 

射 I 考察表达式 


♦ n (X) - X 

n 


( 11 ) 



阁106 


(这里，分子等于点 . T 经 n 次应用微分同胚0后转过的角).成立下面的命題. 

引理 27.1. a ) 当 n — oo 时，量 仏⑷ 存在极限且此极限与点: r 无关. 

n 

b ) 这个极限称为映射力的“卷绕數”并具有以下 性质 ： 卷绕数为宥理数当 
且仅当 V ;具有周期点，即这 种点抑 使得对某个数 n 成立 ^(x 0 ) - (或者等 
价地，对某个整数 m 成立 ^n(^o) - + rn ). 

证明 a ) 设 a n (x) ^ - x 是当应用 n 次微分同胚妒时点 re 所转过的角, 

则对任意的 e R ， 我们有不等式 


- ^ n (^2)| < 1； 〈12) 

当|』 ;1 _ M < 1时，这个不等式是显然的，而在一般情形时必须利用函数的 
周期性. 

设整数 m n 使得下面的不等式成立 


m n ^ a n (0) < m n + 1 


(13) 


(即叫是数如⑼的整数部分)，于是，对任意 的&由 （12) 和 （13) 可推出 \a n (x) - 


m n < 即 


I ClfiM m 


n 


n 


< 


2 


-• 由直接的替代可得 

n 


+ Cl n (^ n (x)) -i (l n (i)2n(x}) + • • • + «n(^n(*-1) (^)), 

即是七个量 〜(：( ■叫 ，“ 0, ■ ■ ■ ， 友 - 1的算术平均值（假定 M X ) = 办因 
此，成立不等式 

^nk (^) 

nk 71 


2 

< -. 
n 


于是 t 对一切 & 属于区间 

nk 


m n - 2 m n + 2 


n 


n 


由 


nk 


关于 n 和 6 的对 
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称性可得所有 




2 m n + 2 


型的区间两两相交.因为当 


n — ^ 


00时这些区间的 


长度趋于零，所以它们唯一的公共点就是卷绕数命题 a ) 得证. 

b ) 设存在周期点 r 0 ; 如果 # n ( z 0 ) 二 $ 0 ,贝 [I $ n ( XQ ) — xa + m ^ 由此 ^ nk ( x 0 ) 


^nk(^o) ^ ro+ 友爪， ^ (^wfe(zo) _ zo) 


mk 

nk 


m 


71 


令 A ： — oo , 我们得到 o 


m 


n 


反之,设卷绕数 a 


m 

n 


为有理数.于是，函数&形如 


^fi(x) = x + m + 0(1) = a; -h 77i + A(x). (14) 

如果切 >0, 则由于 S 1 的紧性,成立更强的不等式 A ( x ) >也 > 0,于 
是， tpn (^) ^ x + m + 因而对 A : > 0, 

^ nfe (^) 5 s a : + Arm + kA ^. 

对于卷绕数我们有 

0 ^nk(x) ^ V>nfc(x) - X ^ Aq 

uk nk ^ n n 

令左 4 oo , 我们就得到 + 这与原来的假定 a =- 矛盾.类似的论 

n n n n 

证表明对所有 X 不可能成立不等式 A ( x ) < 0. 于是，存在某个点抑使得函数 A ( x ) 
在该点两旁异号.这个点就是周期点.引理得证. 口 

映射妒的周期点为我们给出方程⑼的一个周期解.因此,根据引理 27.1, 方程 
(9) 的周期解的存在等价于映射0的卷绕数为有理数，现在再考察卷绕数 a 是无理 
数的情形，此时方程⑼的周期解不存在，我们首先证明一个可由上述引理直接推 
出的命题+ 

推论1如果卷绕数 a 是无理数，则对任意点： r 和任意的 JV , 点 
f ㈨ ，…，在圆周上的次序与旋转 a 角时的次序相同- 

证明由引理中 b ) 的证明显然可见‘ ㈨ >;t + m 当且仅当 a > =(或等价 

地，当且仅当对任意点 x^x na > x m ). 这表明对应 :c + na (模 1) ^ il ) n ( x) } n = 
0, 1，… W 保持次序.推论得证. □ 

在下面的引理中，集 ^( x ) 定义为圆周丨上序列 ^( x ) 当 n — ± oo 时的极限 
点集.显然，集 ^( x ) 与交 ( jj ± ( x ) f ) S 1 重合，其中 S 1 是相应于 t = to 的圆周，？是 
环面 T 2 上系统 （9) 的当 t = t Q 时通过点 a : 的轨道. 

引理 27.2. 如果卷绕数是有理数，则对圆周 S 1 的任意点 a 极限集 w + (: r ) 和 
uj -{ x ) 重合且关于变换分是不 变的； 它们与点 X € #无关. 

证明我们首先证明集 ^{ x ) 关于必 n 是不变的+如果分 e 则存在整数 

序列…使得 rife — 士 oo 及⑷―丨于是，点列叻土丄以〜⑻）= 士 
收敛于点必土(办因此分士 ( y ) e ^( x ). 


(15) 

(16) 
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作为辅助，我们证明这个 事实； 如果点和 ^ n ) 将圆周分成弧 
a 和6 ( 图107^则轨道的每一半 {^( y)|g > 0} 和 { ip q { y)\q ^ 0} 都包含弧 a 和6 
上的点.我们对半轨道 {^ q { y)\q > 0} 来证明 S —点.为此，不妨假定 m > n y y ^ a . 
我们考察弧 a 俨，⑷显然，这些弧的端点彼此邻接（见图 
107) 且组成圆周上的一个单调点列，所指出的这些弧覆盖了辕个圆周.事实上 t 如果 
不是这样，则这些弧的端点，即形如的点，5 = 0,1, ** 将组成一个单 
调和有界的，因而收敛的点列.这个点列的极限将是变换岭的不动点，这与卷绕 
数是无理数及引理27,1矛盾.于是，存在这样的$ > 0使得弧 r { n ~ m Ha ) 包含点 
V : y 9_^ n ~^( a ), 因此 ⑻ e 1 (对于 qKO , 证明是相同的，只需用 m-n 
替代 n — m .) 

我们现在考察这两个半轨道 {^{ x)\q > 0} 和 
{^{ V)\q ^ 0}. 我们将证明对任意两个点 ％ y e 

c uj -{ y ). 反方向的包含关系及因此而 功 
得的等式 ⑼可 以类似地证明.设点心) 

XQ e 我们有序列办 — OO 使得 於（ X ) 4 

吻+在每一条弧叫= [4} qk { x ), i ) qk ^ A { x )\ 上存在半 
轨道 {^( v)\q < 0} 的点. 设这些点为 ^( y ) G 
= {^ Qk 显然，弧的长度当丨 — 

oo 时趋于零，且点列 (y) 收敛于点抑，这样就 图 107 

证明了包含关系 cu + ( x ) C 0 J -(; t / h 完成了引理的证明. 口 

在进一步深入之前，我们回想一般拓扑中的某些定义.拓扑空间 r 中点 y 称为 
集 XCT 的捉限点，如果任意包含^的开集总包含 X 中不同于 g / 的点；如果集 X 
包含它的所有极限点，则 X 称为 闭集； 一个集称为完满集，如果它重合于自己的极 
限点集，完满集不包含孤立点；最后， 一 个集称为疏集（无处稠密集)，如果它的任意 
点都不存在属于它的开邻域. 

定理 27.1. 如果卷绕数是无理数 7 则圆周 V 的任意点的极限集 ^( x ) = u ^( y ) 

或者是整个圆周，或者是一个完满的闭疏集（即一个康托尔集)， 

证明由定义可知极限集= ^±( x ) 是闭集（见前).我们证明这个集是完 
满的.设 Xo e cj ( x ), 由引理 27.2. 所有的点 ^( x 0 ) 属于 uj ( x ). 由同一个引理， 
ijj + { xo ) = 因此，存在序列办〜 oo 使得 ^ Qk ( xo ) —> xo - 由引理 27.1, 

此时还应有妒^ ( 吻 ） /邱. 于是，吻 是集 u ;( x ) 的极限点，即集 oj ( x ) 是完满的， 

圆周#上的这种完满集是怎样的集？或者 lj ( x ) - 5 1 (这是处处稠密集的 
情形)，或者 w ( x ) 并不包含；9 1 的所有点.如果集 uj ( x ) 填满妒上的一段短弧乂 
则对任意点抑 G 乂由于 咖。） = u;(xh 可以找到更短的弧 a c & 使得它的两 
个端点为邱和其中 m 是某个整数.于是，变换 f 具有这种性质：弧 
a ， fia ) r ，、 dah … 的端点彼此邻接，因此 T 如同引理 27,2 的证明中那样，弧的 
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并 a Uf ( a ) u ■. U …覆盖圆周夕 \ 即 W ㈤ = A 这样,或者 u { x ) = 5 1 , 

或者 ^( x ) 不包含 y 的任何一段（开）弧，即是个疏集.定理证毕， a 

注可以构造 C 1 光滑映射和屮和环面上形如⑼的动力系统: i ： = /(：!^) 
的例子使得它的极限集 w ( x ) 是一个康托儿集.但是，对于 C 2 光滑映射（例如对于 
解析函数 nx ， t ) t 特别是对于三角多项式）我们有当茹瓦 定理： 如果卷绕数是无理数， 
则极限集 u ；{ x ) 重合于整个圆周# (即系统的轨道全体在环面 r 2 上处处稠密). 

尽管有这个结果，但是在维数 > 3时，即使当非平凡动力系统的右边部分是代 
数函数时，轨道的极限集中仍可能出现康托儿集 4 

定理 27.2. 如果极限集是整个圆周（即系统⑼的轨道处处稠 密)， 则映 
射妒：#拓扑等价于一个旋转.这表明存在同胚 k : S ^$^ (一般来说， 
h 不是光滑的）使得 

h j tph ~ 1 ( x ) = x x £ 5 1 , (17) 

其中 a 是卷绕数 （ a 是无理数). 

证明由引理 27.1 的推论，点= ^{ x ) 在圆周上分布的次序与点 na (模 1) 
(即轨道上经旋转 a 角所得的点）的分布次序相同.由假设条件，这些点^在圆周 
上是处处稠密的.为得到圆周的将分转换成旋转的同胚圮必须将由 

&(&) 二⑽（模 1) 

定义的将点&变换成旋转轨道的对应点的映射作连续延拓.不难验证这个同胚满 
足 (17). 定理得证. 口 

注 a ) 即使对于解析的或任意光滑的也我们构造的实现了映射 味. • S 、— S 1 
的“线性化”的同胚 A 也只是连续的 . A 的光滑性研究不是一件容易的事情， 

b ) 到目前为止，我们研究的是环面上的动力系统，它的极小集可能是整个环面. 
对 于亏格> 1的曲面，下列结果是已知的： 对于 C 2 光滑的向量场 7 动力系统的 
板小集只可能是单个奇点或周期解. 这个定理推广了前面的注中提到的当茹瓦定理, 
对于 C 1 光滑的系统，容易构造极小集为康托儿集的例子. 

§28. 流形上的哈密顿系统.刘维尔定理.例 

1. 余切丛上的哈密顿系统 

流形上的变分问题的提法完全与欧几里得空间中相同：设在流形 M 上给定一 
个拉格朗日函数，即一个标童函数 L ( x , v ), 其中 t 是流形 M 的点， u 是 M 在该点 
处的切向量，在带有某些限制条件的光滑曲线 h 的作用量 

S = J L ( x ， x ) dt , x = 7( 亡 )， v = ^ = x 
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的极值问题化约为欧拉-拉格朗日方程+它局部上可写成 M 上的一个二阶方程: 


Pa 


d _ fdL 
dt \ Ov 


dh 

dx a 


(i) 


在方程〜 


dL 

dv ^ 


( x , v ) 可以唯 一 地解出为 = v a ( x , p ) Bi , 应用非奇异勒让德变换 


(见卷1， §33.1) 可得等价的哈密顿系统 


Pc . 


dH 

dx ^ 


dH 


( 2 ) 


哈密顿系统 ( 2 ) 表示了 2 n 维的余切丛空间 T *( M ) 上的一个动力系统，余切丛 T -( M ) 
中的点用表示，其中 p 是点 xG M 处的余向量 • （在卷1 §33, §34中，我们称 
T ^( M ) 为相空间 ■) 

微分形式 Q = Y ： dx a Ad Pa 是闭形式（甚至是正合的 ， D = d ^其中 u = Pa dx a ), 

定义于整个 T *( M ) 上且非退化.这意味着形式 J 7 n =卩 A … A /? ( n 次 7 77 = dim M ) 
与体积元成比例，比例系数不等于零.形式/?定义了向量的一个（反称非退化的）标 

量积 

= ^< ib ^ a V b ^ (3) 

其中 = 1,… f 2 n t n = J & b dy - Kdy \ T ^{ M ) 上的坐标 y \ ^, y 2n 定义为浐= 

= p a ,a = h ^^ n . 哈密顿方程 （2) 可写成“反称梯度”型 




J ab ^L 
J d 沪， J Jl 




⑷ 


相空间 T ^( M ) 上的函数的泊松括号 { f y g } 是它们的“梯度”的标 量积： 

"參尸 二 ( 5 ) 

由于形式 D 是闭的 T 泊松括号在 r { M ) 的函数空间 （视 为线性 空间） 中引入了李代 
数结构+此外，函数{/， W 的“ 梯度”等于函数/和#的“梯 度，，的换位子（差一个 
符号): 


V / 


dl \ 

3 y b J ’ 


Vg 


d 3_\ 

9?}^ 


{/ d }—▽{/,] = —[ V/,V 札 


⑹ 


在卷1， §33, §34 中已经在局部上证明了所有这些结果.它们可自动地转移到流形上， 
因为它们可用局部恒等式表示. 


2+流形上的哈密頓系统.例 

在考察流形上的哈密顿系统时应记住两种 情形: 
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(1) 如果 w = H a dy - 是任意的一个闭 1- 形式，则系统》= J ab H b 定义了一个 
规范的变换群因为局部上闭形式0；是某个函数的微分；然而整体上形式^可能 
不是一个单值函数的微分. 

(2) 哈密顿系统不仅出现于像 r 〃( M ) 那样的流形上，并且其中与闭形式类似 
的形式也不必是正合形式. 

更一般的流形——相空间也是重要的，相空间上定义了光滑函数的泊松括号. 
设 浐 ， a = 1 ， 是流形 F (相空间）上的局部坐标.函数 Ay) 和的泊松括 
号由一个反称张量场 J ab ( y ) - — J ba ( V ) 按公式 （ 5) 给出.这个运算具有明显的双线 
性和反称性 性质; 也容易验证“莱布尼茨恒等式” 

{/ pA } =没{/，塒 + / U }. ⑺ 

还要求成立雅可比恒等式 


{/, {9. h}} + {h, {/, g}} + {g, {h, /}} = 0 . ( 8 ) 

相空间上的哈密顿系统按定义其形式如 （4); 其中= J ab ( y ) 是一个张量，它给出 
泊松括号 7 而 H = II ( y ) 是任意函数，称为哈密顿函数.对应于系统 （4) 的向量场 

VH = 称为哈密顿（向量）场.哈密顿场的换位子与泊松括号由关系式 

(6) 相联系（试证之!) . 

在上面考察的重要例子余切丛中，括号 是非退化的 （即 det (尸 6 ) / 0) 具有 
典范（不交的）殖式: { x & , x 0 } = { paipp } - 0,{ x ft T p ^} ^ 8^, 

更一般的具有非退化泊松括号的相空间坷以如下描述.设 N = 2 n ， 泊松括号 
J ab 非退化 ，即 det ( J ^) ^ 0;我们用4表示它的逆矩阵.对任意的函数 J ， g ， h 成 
立雅可比恒等式 （8) 等价于形式 


j ? 二 J ab dy a A dy b 


⑼ 


是闭形式（见卷 1 ,定理 34 . 2 ). 

具非退化闭2 - 形式 f ? 的流形称为辛流形.于是 ， 具非退化括号的相空间类就 
是辛流形类. 

例 

28 . 1 . 在任意具黎曼度量（见 § 8 . 2 ) 的 2 维定向流形上总可定义非退化的闭形 
式仏可以取任意一个与面积元成比例的2- 形式作为 J 7: 由于维数的关系,它显然 
是一个非退化闭形式+其他不必是 2 维辛流形的例子是凯勒流形（见卷 1 } § 27 . 2 ) .我 
们记得复流形称为凯勒流形，如果在其上定义了一个黎曼度量使得（在对应的 

实流形上定义的）实2- 形式 D = 尹是闭的，此时形式 ( n 是流形 
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的复维数）与体积元成比例（试证之 0. 因此， 如果流形是闭流形，则形式不是正 
合的.如我们所见，在凯勒流形上可以自然的方式给出哈密顿系统.黎曼面（其中最 
简单的是 CP =炉)，如果配备它的万有覆叠（一般情形下就是 L 2 ,见 §20) 的度童 
诱导而成的度量，就成为一个凯勒流形+作为习题，建议读者证明：对应于曲面上哈 
密顿系统的典则变换&是保积变换（见卷 h P4.3). 

28.2. 另一个有趣的例子是具有 Ad 不变标量积的半单李代数.考察由所有的 
iixn 反称矩阵组成的李代数 so ( n ). 因为线性空间 so ( n ) 可以等同于流形 2 >/ 2 ? 
它的切向量可以视为同一空间中的点.我们对任意点 C e s 咖）处 SO (n ) 的两个切 
向童 A , B 按下式定义一个2-形式(见 §6,4); 

n c ( A , B }^ {{ A , B }, C )= Tr ( C [ A , B }). 

回想一下，对任意的 g G SO ( n ), 算子 Ad g 以通常的矩阵乘法作用在 S o(；n；) 上： 

C ^ qCq^K q € SO { n) H C ^ so { n ). (10) 

习瓸 28 丄 证明： 扣 ㈨上的形式 P 是 Ad 不变札 证明：形式 U 限制于群 
50(^) 作用下 so ㈨的轨道上成为一个非退化的闭形式（至少在极大维的轨道上如 
此)+ 

对于退化的泊松括号存在函数 f q ( y ) (可能是局部给定的）使得对任意函数 g { y ) 

成立 


= 0. (11) 

习陲 28.2. 证明：对于常秩的退化矩阵 J - b ( y ). 局部上总存在满足条件 （11) 的 
函数 f q { y ). (利 用可积性条件，见 §29.1.) 

如果由 （1]) 找出所有的这种函数 My ), 则在它的一般的水平曲面 以 y 卜 常数 
0 = 1，2, ■ ■ ■) 上泊松括号变成非退化的. 

考察一个重要的 例子： 泊松-李括号 1 张量 J ^{ y ) 线性依赖于坐标的括号 ： 

^ b ( v ) = Cfy d , cs b ^ 常数， 

称为泊松-李括号.考察相空间 P 上所有的线性函数的集 L. 对于线性基函数，即 
坐标] A 括号由换位子运算 定义： 

[ y ^ y b \^ Cty d ^{ y \ y ^ (12) 

由反称性 C# = - Cf 和雅可比恒等式⑹推出运算 （12) 将线性空间 L 转换成一 
个李代数，此时,是它的结构常数.一般来说，括号 （12) 是退化的. 

例 28.3 .设 [ 是旋转群 SO ⑼ 的李代数. SO (3) 上的基灵度貴是欧几里得度 
量且可以不必区分 L 和 P (所有的指标视为下标) .C 上的基 函数邮 的泊松括号 
形如 


f A /； y lidj } — 巴 tjkMk ， 


( 13 ) 
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其中化〃等于置换啡的符号 ■ 函数 M 2 = E Mf 满足 { M 2 y Mi } = 0, i = 1 A 3■在 
水平曲面沉 2 =常数（球面）上括号 （13) 非退化 .L 上的哈密顿系统形如 "欧拉 方程” 


M = [MyOj\^ U3 = (itj 1 ) 


㈤ ， 


(14) 


其中方括号表示 L 中的换位子 .（当 2丑 = axMf + a 2 M $ + a 3 M| 时，方程 （ 14) 与于 
质心处系紧的刚体的运动方程相同).对于所有的紧（半单）李群这个结论都是对的 
(试证之0.群 SO { n ) 上的这种系统称为“刚体的多维类似” ([4]), 如果哈密顿函数是 
M 的二次函数. 

例 28.4. 三维欧 几里得 空间的运动群五 (3) 的李代数 L 与流体动力学中出现 
的重要的动力系统有关.这个李代数已经不是半单的.在相空间 L * 上有6个坐标 
M u M 2 i M 37 p li p 2 J P 3 和泊松括号 


= e ijk M k , { Mi . pj } = £ ijk Pk , { Pi , Pj } 


(15) 


括号 （15) 具有两个函数无关的函数 A 」 Y^hh = 使得 { Ug }=0 (q = 

1,2} 对任意函数 g ( M , p ) 成立.在水平曲面 h = p 2 > 0，/ 2 ^ps 上括号 （I 5 ) 是非退 

化的.替换 { a , p ) t 其中 - Pit 建立了这些水平曲面与球面的佘切 

P 

) kT * S 2 的同构（试证之!) . 

习题 28.3. 证明： 在水平曲面{/ 1= 沪 >0，/ 2 ^辦}=尸妒上泊松括号（1 5 ) 

可由闭形式 


A dx a 4 - Fi2 ( x ) dx 1 Adx 


(16) 


给出，其中 是 T * S 2 上的坐标，; c 1 = B ^ x 2 = = pcos B cos 也 P2 = 

pcos 9 sin 分， p 3 = psin <ti = ^2 tan 6 cos xjj — sin 6^02 ^ 合 tan $ sin xjj -h 

6 COS ^,<73 = -^2 ； {0,^} = {^1,^} ^ {(2 ，没 } = = {^,6} = l ， {th€2}= 

^cos S . 


在哈密顿系统中关于括号（15> 产生的方程可以写成“基尔霉夫方程” 


\p,w],M = [M y w] + \p y u], 


(17) 


dH 


(方括号表示向量积).当哈密顿函数是二次函数时，方 


其中以= 尝，盖 (方括号表示向量积).当哈密顿函数是二次函数时，方 

程 （in 刻画了 1 刚体在不可 k 缩的且在无穷远处静止的理想流体中的运动.在轴对称 
场中微粒子的运动也可归结为形如 （17) 的方程.还可证明哈密顿系统 （17) 在曲面 
/I ^ p 2 J 2 = ps 上的限制可以写成球面护上的一个极值化方程（欧拉-拉格朗日 
方程） M = 0,其中泛函 S 是“多值的' 即只有它的变分以是合理定义的，它是球 
面上的轨道泛函空间上的一个闭1 -形式.有关材料可在 [3] 中找到， 
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3. 测地流 

在几何学中重要的一类哈密顿系统是所谓的“测地流”.测地流定义于光滑流形 
M 的切丛了 < r ( M ) 上，流形 M 上已给定一个黎旻度量 g aP ; 测地流的哈密顿函数 
(局部地）形如 

H ( x , p ) ^ 9 邱咖 =% (18) 

(这个哈密顿函数来自于给出自然参数参数化的测地线的拉格朗日函数 
L - (见卷1, §3 L 2, §33 + 3) + 我们注意测地流是定义在 T ( M ) 上而不是 

T *{ M ) _ h , 为此只要提升 指标 : 〆 = 

我们回想莫佩尔蒂原理 ： 根据这个原理，在具度量 g ^ 0 ( x ) 的流形 M 上处于力 
的位势场 U { x ) 中的粒子在固定的能量水平五二好 ( u ) = l -{ p tP ) + U ( x ) 时的运动 

a 

是沿新度量 

Mx ， E ) =常数 x (E — U ( x )) 細 ( x ) (19) 

的测地线进行的（虽然测地线所取的参数不是自然参数 7 见卷1, §33), 于是，在莫佩 
尔蒂原理中，测地流使我们感兴趣的只是作为 M 上的1维叶状结构（而不是作为向 
童场； 见 §27.1). 

我们在后而将只考察具正定度量(黎曼度量）的流形 M 上的测地流，并假 
定流形 M 是闭流形，设给定能量水平 

E = H ( x i p ) = ^( p ， p ) = ^ g a {3 PaP0 = 

则我们可得在每个切向量长度为 2 V 元的紧切丛上的动力系统.这个切丛的纤维为 
(n = dim A /), 底为 M . 

从定性理论的角度可以指出下列 事实： 这些系统没有 奇点； 可以用全体闭曲线 
空间中长度函数的临界点拓扑理论来研究它们的周期轨道.特别有趣的是所有的2 
维方向的曲率均为负数的紧流形的情形，为简单计，我们考察具负常髙斯曲率的曲 
而 M . 在这种流形 A / 上的测地流是 M 的单位切丛乃= T ^ M ) 上的动力系统（向 
量场以能量水平 H ( x , p ) = L 可以证明群 X !( M ) 中元的每一个共轭类恰恰决定一 
条周期轨道.负曲率度量的一个特有性质是测地线的“指数式”性 态：设 7 ⑷是 
上的一条积分轨道（即 M 上一条测地线).于是可以找到一族测地线当 f — + oo 时 
指数式地迅速逼近 7 ( t ). 这一族测地线组成 A 中的一张包含 7 (*)本身的曲而1我 
们用 R + ( y ) 表示这张曲而.类似地 ； 对^ — - OG 可定义曲面 i ?_(7)( 图 108). 曲面 
和月-的精确定义是这样的：在曲面 M 的万有覆登一罗巴切夫斯基平面 
上曲而由测地线组成，这些测地线当 t — ^ ±00 时通向绝对形的同一点（图 109). 
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图 10S 


S 109 




交 只_( 7 )门化( 7 ) 恰恰就是测地线 T 出现了一个有趣的现象：每一条轨道 
7 C 位于两个曲面之上: i ? + (7) 3 7^-(7) ^7；于是，紧流形 A 被具有上述相交 
性质的两族曲面和分成叶状.但是动力系统井不是可积的，即不存在首次积 
分（更进一步，每一族曲面 ^或只 _及“几乎所有”测地流的轨道7处处稠密地充 
满 T 1; 我们不去证明这个事实) . T \ 上的曲面族和 i ?_ 给出了一个非常奇特的 
“2维叶状结构”的例子.对此我们将在后面 （§29) 中再叙述. 

习應 28.4. 证明：叶和 R 七) 在拓扑上或者是平面 W 或者是柱面 
x Rk ( R + 和 i ?_ 的拓扑如下 确定： 对或中关于诱导拓扑的开集的连通 
分支作有限交 

4. 刘维尔定理 

澜地流有时会容许“多余的”运动的积分（“运动（或向量场）的积分”可见卷1， 
§23.2, §34.2 ——译者)，例如，如条流形 M 上的度量具有非平凡运动群（例如齐性空 
间，旋转曲面> 或在某些别的特别情形.当存在多余的积分时，任何一条轨道都不可 

能在 （由五 = \{ p , p ) = ^ 给出的） 单位切丛 Ti 中稠密+类似的情形也会出现于更一 

般的哈密顿系统中，如果除能量外还存在“多余的”积分.重要的刘维尔定理研究了 
Rh (或任意的具形式 D 的加维辛流形）中具有 n 个自由度的哈密顿系统，这种系 
统恰好具有 n 个函数无关的枳分 H …，/&且这些积分两两的泊松栝号都 

等于象 

定理 28.1 (刘维尔).设 M 是 一个加 维的具菲退化闭2-形式 D 的辛流形， 
局部上 U = J ab dy - A dy b ,其中扩是局部坐标.假定哈密顿函数为 H 的动力系 
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统具有 n 个积分 A = m 且这些积分具有线性无关的两两可交换的 
反称梯度& = = 则我们有： 

1) 积分的水平曲面 A = J n - 是非奇异曲面且它的每一个连通 

分支可表示为关于一个秩< n 的格的 商群； 特别，那些非奇异紧（连通的 J 
水平曲面是 n 维环面. 

2) 如果水平曲面 h = a u -- Jn ^ a n 是 紧的， 则在它的邻域中可引入这样 

的坐标 s l 7 … , s n 7 ifi , ■■- y A < 2? r ) (“作用角”）使得: a ) H = ^2 ds a Ad < f a 

O _ 

且 {fiai = = Oj = ^otf3) Set ~ ^<x (/l ?' ' ' y fn)^ ^Pot 是曲面 

/,= 常数上的 坐标； d 我们的动力系统可表成 

♦ 

foi = 0 ^ Sot = Ol (pcx = 从 >( 沒 1，_ _ _ ，沒 n )， (20) 

证明曲面 /i = ai _ ，■… y f n = a n 是一个光滑的 n 维流形，记为 M n ( ai , … ， a n ) + 
由假设条件，这组反称梯度 （ g ) 是线性无关的且对每个乂梯度 〈齡 (在欧几里 
得意义上）正交于水平曲面厶=常数，进一步.由假设条件 

Q — Sf . f } ^ _ cb^Il 

J dy a dy b ~ ^ dy b 1 

所有的向童场 G 与曲面 Mla lT …， a n ) 相切-由 同一个 假设条件及卷 1 的定理34,2, 
向童场6两两 交换： [匕，= 0,于是，群通过这些生成元&作用在流形 Af 上， 
特别是作用在曲面 - , a n ) 上和它的近旁.我们 取点邱 e M n { a u --^ , a n ) 
为初始点，并在 JET 中选出一个格：向童 d e 属于这个格，如果 d 作用在邱上 
时又重新给出这样就产生子群 { d } C IT . 这个子群是离散的，因此同构于 JT 
中一个由 t 个向量张成的格，其中< n . 如果假定 M " 是连通的，则我们得到 
M ^( a l ^ ^ a n )^ R n /{ d } ( J 5 L §5.1). 显然 T 只要 A ： = n 我们就得到紧流形: T ' 断言 
1) 得证. 

为证明断言 2), 我们先选取初始点 x 0 ( a u - ^ ct n h 它光滑依赖于所研究的曲面 
T a „) 的一个小邻域中的水平曲面 M n ( a ir - , a n )^ T n . 在给定的水平曲 
面上可以组成向童场 G 这样的线性组合 VjiVj = J ： b ^ u 使得借助于它们在作用在 
M n ( a u - - , a n ) ^ T " 上的群 ! R n 中引入的坐标重合于角坐标0 ( 七 < 2 tt = 0 
就是点 x 0 ), 这些系数 g 在所选定的水平曲面的邻域中依赖于 a l5 - - 于是 

Vj = Wjiju … ? /n) 6 - 

这就在 - , a n ) 的整个邻域中引入了坐标仏，…，分^在这个区域中我们有 
坐标 A ， ■ ， ， A , ■ ■ ,仏及非退化的泊松括号矩阵 

〆 • 

( _ ( 0 A ( f )\ 

、他，力} 、-，⑺ B [ f )) 1 
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其中，在这个区域的任意点处 det ^ ^ 0,这是由于对 每个么 梯度 曝 、平行于向 

童场^而后者又是向童场& = (户築) 的线性组合. 

我们现在引入作用变量〜= Si { f u … , f n )， i 二 1 7 …， n . 对于相空间为且 
具典范坐标 仍， • " > QVmPi ， " ’ ，Pn 的特殊情形，作用变童的形式为 

St — 

在这里 7 i 是环面的第 i 个闭链基， 

7 i = 7 i (^)> 0 ^ ^ < 2 tt , = 常数当 j 〆 i - 

显然，对所有的夂义泊松括号{〜，~} = 0,因此，仏 / j } = 0. 

习® 28,5. 证明： 作用变量仏…，心典范共轭于角变景心… ，心： 


/g 


Pkdgkt i = 1，…， n ‘ 


( 22 ) 


ip 


厶 j = 1， - . *， n ， 



在任意的具形式 /? = 4 办 11 A d〆 的 2 n 维辛流形 M 中应该成立这样的 结果: 
形式在环面 ^ M n { a u ^- , a n ) 上等于零，因为由条件 仏 以= 0导出形式 
在 M n ( a u …的两个基切向童$上的值等于零.因此，在 P 的某个邻域 
中这个形式是正合的： 

Q — duj . 


类似于（22)、作用变童有下列形式: 


典 i 




我们现在得到 


= Pi + 石 i(5l ， ’ " 1 ®tv)- 


( 24 ) 


( 25 ) 


我们选取乂使得条件{叫％} = 0满足.这总是可能的，因为 {8 ^}=&^在每个 
水平曲面 h = cnr“，U = otn 上坐标列，…， W 除一个移动外重合于前面所取的 
角坐标而.泊松括号矩阵的形式为 


{s iy Sj} = = 0 = 5 tj . ( 26 ) 

此外，在每一点，哈密顿函数 H ^ h 只由作用坐标来定义： 


H = / l ( Sl ，-" , Sn ), 



而形式 n 可表示为结果,作为~的定义以及沿每条轨道// =常 
数的推论,原来的哈密顿系统在坐标系 Si , … , S n ,ipu - - - , ip n 中就取 （20) 的形式 .口 


5 .例 


§ 28 . 流形上的哈密顿系统 • 刘维尔定理.例 
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我们在以前（见卷1， §32) 已经举出了刘维尔定理中所述情形的例子. 

⑴具1个自由度的动力系统，设水平曲面 H ( x , p ) = E 是紧的（图 110). 于是, 
我们有典范坐标（“作用角”） 


S ( E ) =令 pdx ,< p , 

H=E 

Q ~ ds A dip ^ H = H ( s ). (28) 


(2) 在坐标为： r 1 = = 2 的欧几里得空间中处于球对称位势场 


U ( r ) 中的粒子；在这里 r 2 = P + y 2 + z 2 ( 见 
卷 1 例 32.4 和 34.1). 曾经证明过角动量 M 二 
[ x , p ] = ( M XI M V , M ,) 在每条极值曲线上是常值，因 
此， M T , M y , M z 是对应的哈密顿系统的运动的积分. 
利用在卷 1 §34.2 中得到的结果可以证明：下面的 3 
个积分 

h =H, f 2 = M z , = + + (29) 

满足刘维尔定理的所有条件 7 特别有 {/,,/,} =0. 

⑶（绕 z 轴转动的）旋转曲面上的测地线（见卷 
1， §31). 我们有两个积分 （ r ， ws 是柱面坐 标)： 



h = H ( x 1 ^ r , x 2 = f 2 = (30) 

作为这些守恒律的推论有，例如、克莱罗定理和测地流的完全可积性， 

(4) 考察更一般的具有髙度对称性的拉格朗日函数，早先在卷1中（见习题 29.6 
和 29.7), 已经求出球面和罗巴切夫斯基平面上的测地线.别的球对称拉格朗日函数 

的例子是关于相对论的: a ) 狭义相对论 ( CTO ) 中处于位势函数为$的中心力场中 

r 

的点电荷的 运动； b ) 广义相对论 ( OTO ) 中的施瓦茨席尔德梯度场中一个具质量的 
测试粒子的运动（:见卷1, §39.3). 

a ) 在 CTO 中提出的带有拉格朗日函数 i ： 爲的3维体系中，我们对于位势场中 
粒子的运动有下面的拉格朗日函数（见卷1,例 3 Z 3 和 §39.1)： 

巧 1/2 



a 

_ 

T 


(31) 


此时粒子的哈密顿函数有如下形式 


H { x ^ p ) = cyp 2 + m 2 c 2 —， 



(32) 
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其中 P = (Pl ， P 2l P3) 是 3 维动童 0 2 = \ p\ 2 ) y x = { x l y x 2 y x 3 ). 

由于角动童守恒，粒子的运动是平面上的运动.设运动发生在带有坐标 （ r #) 的 

M 2 

平面 ( x t y ) _ t . 令 M =JV 于是（见卷 1, 532*2), p 2 = ^ 4 - —^, p = ( p r , p ip ) t 因此 


H = c \ jp ^ + -^ 2 ~ + m2c2 + ^ = 常数. (33) 

在吸力场时 a < 0. 如果 Me > | a |， 则如同经典力学中那样，由 （33) 显然可见粒子 
赛 到中心 （r = 0) 是不可能的（当 r — 00时 H — oo ). 细果 Me < 4|，则可能落到 
中心处. 

为求得这种球对称平面问題的精确解，在技术上使用下面的哈密顿-雅可比方 
程是方便的（见卷1, §35.1): 


QS 

~ai 




ds\ 

di )' 


(34) 


其中（在一般的 n 个自由度的情形） S 定义于拉格朗日曲面 P + 1 上，后者在具坐标 

Qg 

X ， p ， E ， t(E = Pn + l 彳=〜+1)的扩充相空间中由方程朽 = E (= Pn ^- i ) = 一~^ 

给出.也就是说 ， S = Jpdx - EdU 其中积分是沿连接固定点 P 和 r 叫 中的点 Q 
的路径计算的. 

在我们的情形, n = 2,坐标为 r ,^ t ; 我们将寻找方程 （34) 如下形式 的解： 


Et + M(p -h /, 


池 M , E ). 


积分轨道 r ( W 由方程：； 常数定义，面 r 对〖的依赖关系由方程 H 


(35) 

常数给 


dS 


出-由于 p r = g ， 对于哈密顿函数 (33), 


E 


W) 


M 2 a 

7 +心 2 + ? 


(36) 


因此 


dS 




M 2 


对于5 


-Et + + /( r , 风五)，我们最终有 


— m 2 c 2 


S = -Et + M < p ^ 



h ( E ~ v ) 


M 2 

7^ 


m 2 c ? dr , 


(37) 


轨道 r (^) 形如 


dS 

dM 


9 + 


9 M 


常数 

ds 


(38) 


(如已经注意到的那样，对时间 * 的依赖性由方程^ =常数确定 .) 

oH / 
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28.6. 证明：当 a < 0及 Me < | a | 时，解是半径为 r 的螺线，它在有限时间内 
达到零. 

28/ T . 设 a < 0及£； < me 2 , 证明： 一般来说,轨道不是闭的.找出对经典力学 
中的楠圆轨道的修正项. 

b ) 我们现在考察具非零质量 m >0 的粒子在施瓦茨席尔德度量中的运动（见 
卷1， §39.3). 在坐标系中，当/ ■ > a 时我们有 

ds 2 = (1 _ 竺) c 2 dt 2 — —~ Q ； dr 2 — r 2 ( d 0 2 + sin 2 Stkp 2 、， (39) 

r 

对应于拉格朗日函数 i ^ 的哈密顿函数有如下形式 

H = ^ g^paPbi a ， 6 = 0,1，2, 3; (40) 

在这里 x G = ct , x L - = = p 因为是平面运动，可以置 6-一 常数，进一 

步有汉 00 = (rn)~ l = (1 — $) ^ 11 = g rr = (& rr ) -1 = = {g^y 1 = 

在坐标系 d 中，对哈密顿-雅可比方程我们得到 


da^ dx b 


常数 


dS_ 

cdt 


2 



2 



ds \ 2 


9 ab PaPb - (41) 


其中的常数可取为 m ^ 7 因为 （41) 是质董曲面的方程 _ 如同情形 a ), 我们寻找 （41) 
如下形式的解 

S = -Et - hM^-h /( r , M y E ), (42) 

其中 M ^ Pif.E = c ^ o * 函数 r ⑴和 r ( ip ) 由方程 

i = 常数， ：= 常数 
确定.将 （42) 代入方程(41) 7 我们找到 轨道： 



(mV + 



一 1/2 


dr. 


(43) 


可以恒等于粒子的能量（五> me 2 ). 

注如果在式 （43) 中令 m 等于零，则可以得到零质置粒子，例如光射线在施瓦 
茨席尔德度量中的运动. 


第七章动力系统的某些例子和流形的叶状结构 


r 对 t 的依赖性由方程 

( 卜 ㊂)— 1 盖 4 问 2 - 1/2 ㈣ 1/2 , （ 44 ) 


刻画，其中 U ( r ) = me 2 ( l -^) ^1 + 1/2 . 量 U ( r ) 称为在给定角动童 M 

处的“有效位势”.条件 U ( r ) ^ E 对给定的 M 和珂关于 d 定义了运动的容许区 


域. 


U ( r ) 


me 2 


的图形如图 m 所示. 



图 in 

我们看到位势 U { r ) (依赖于 M ) 对于 2 a 阶的 r 可以取到极大值.当 r — oo 时, 


U ( r ) 


me 2 


— 由图 m 可看出有可能发生粒子被引力场 “ 俘获' 即可能有这样的运动 


r { t ) 使得 r (- oo ) = oo 而 r (+ oo ) 是有限的. 


§29. 叶状结构 
1，基本定义 

定义 29.1. 1) —个光滑的维方向场称为^维流形 M 上的一个&维分布，即 
一个维分布是一个光滑映射，它对每一点 I e M 指定切空间 T X M 中的_个 
k 维子空间， 

2) 分布称为可积的，如果过流形 M 的 每一点 有一个维积分曲面，其上每 
一点处的分布与它相切. 

3) 我们说在流形 M 上给定了一个/:维叶状结构，如果流形 M “被分解成” fc 
维 曲面； 即对 M 的每一点都有一个（且只有一个）光滑的 A : 维曲面通过该点，这 
些曲面光滑地（或连续地）依赖于流形的点.这些曲面称为叶状结构中的叶，还 



要求在流形的每一点的某个邻域中可以取到这样的坐标 w ' y 1 ， …，!/ 

使得水平曲面？ Z 1 = a u …= a n . k 给出这个邻域中叶状结构的叶，而 
X 1 , ' - y x h 是叶上的局部坐标. 

叶状结构常常可由可积分布给出 . 

例 29.1* 在前面（见 §27.1) 已痊遇见过的由一个恒不为零的向童场或者说一 
个方向场给出的1维分布.由常微分方程局部解的存在性和唯一性定理,1维光滑分 
布总是可积的+于是,1维分布总生成叶状结构， 

例 29,2. 设在一个复 n 维流形上给定一个复向量场（即一个1维复方向场 
当这个炀是全纯场时,像上面一样，这个分布总是可积的并生成1维复叶状结构.例 
紙 我们考察 n = 2的情形及复微分方程 


dz _ P { z 9 tif ) 
dw 

其中 P 和 Q 是爪次多项式-分布 Qdz — Pdw = 
构 . 进一步，如果作替换 


( 1 ) 


0生成 C 2 上的一个1维复叶状结 




U2 

Uq 


我们就得到流形 cp 2 d c 2 上的一个1维复叶状结构，它由形式^ = g 心- pdw 给 
出（对于 TRP 2 , 见 §27.1). 使得 P = Q ^ O 的点是叶状结构的奇点（即叶状结构实际 
上只是给定在这些点的补上). 

习睡 M -1. 找出无穷远复直线上的奇点. 

复叶状结构在非退化奇点附近的叶的性状是很有趣的（非退化性的定义见 
§14,4), 我们有 


dz — v))dt, z 

dw — Q(z ? w)dt 7 li) 




( 2 ) 


考察使得 P ^ O . Q ^ Q 的奇点.设奇点为 z = w = Q y 并设线性部分 


f = + - •- , 

⑶ 

w = cz dw + - h 

是非退化的，即 ad ^ bc ^ 0 + 在一般位置的情形，本征值是互异的，我们可以用线性 
变换将 （3) 变成 

• (4) 

W — 义 2 扣 + _ _ _ , 

令 A 二我们来研究纯线性方程# = 我们得到通解 z 为常数, 

^2 dw W 

以及分别由2 = 0和 w = 0给出的两张叶4 和从 如果移去点 (0,0), 我们就得 

到区域€ 2 \{(0 ? 0)}中的非奇异叶状结构.叶4和 S 不是单连通的（每一个都具有 
€\{(0,0)}的拓扑). 
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注关于方程组 （3) 可通过在奇点 （0,0) 附近的复解析坐标变换变成纯线性彤 
式的问题是很复杂的，我们这里不去讨论它， 

习题 29.2. 设 7i e A ㈤ 和 72 6 ^(.B) 是生成元.证明：这两个元 7i 和 72 
是叶上的极限环+计算完整表示％ — (定义见下一节). 

例 29.3. 设有具底群 G ， 纤维 F ， 空间和射影 p : E — M 的纤维丛.纤 
维丛的联络由过每点 y ^ E 处的一族“水平的”平面 R n ( y ) 给出（见 §24.2). 

习题 29.3. 验证:中的水平平面分布是可积的（即它们生成一个 n 维的叶状 
结构）当且仅当这个联络的曲率张量恒等于零（见下面的可积性条件). 

如果联络产生一个可积分布，则这个叶状结构的每一叶微分同胚于它在底上的 
射影.于是，这个叶状结构的叶就成为 M 上的覆叠.这个覆叠的单值群在这种情形 
称为“离散完整群”；见§19丄如果 M 是单连通的 s 则叶 W 整体地微分同胚于流 
形 Af . 

k 维分布的可积性准则有下面两种 表述： 

第1种表述.我们将 ft 维分布的可积性问题局部地写成下列彤式： 

^0 = f 穿 ( 工， V )， a 二 1，…= 1， * h ，知， （ 5) 

(“普法夫方程”).如果分布是可积的，则维叶（局部上）由下列向量函数表示： 

y a (x 1 , - ,x k ),a= 1 ， … ,n-k, 

其中 x 1 ，…， d , y 1 ，…，是流形 Af 上的局部坐标.々个向量（办， ■.. ，沒- fc ) ，卢= 
1，… A 组成附加于流形 M 上点 y 1 , …， y ^~ h ) 处的一个 it 维子空间的 
基.可积性条件可由下面的条件推出： 

aS & = ‘伽咖 )) =刺 • ⑹ 

第2种表述.我们考察在流形 M 的每一点属于维分布的两个任意向置场 
^ 如果分布是可积的，则换位子 [^] 也应该属于此分布.这个条件也是充分的 
(我们不去证明所述条件的充 分性： 它的必要性是显 然的; 试证之!) . 

习题 29.4. 证明： 可积性条件的第 1 种表述与第 2 种表述是等价的. 


我们现在考察另一个特殊的情形，即 n 维流形上的叶状结构的叶的维数 * = 
n -1 的情形（“余维数1的叶状结构”).局部上这种叶状结构由 1- 形式（或普法 
夫方程） 

oj P i (x)dx t — 0 ( 7 ) 

给出，在非奇点处函数巧不全为零.如果形式 w 是闭的，则分布⑺是可积的.事 
实上，局 部上， 我们有 w = dH 且水平开=常数给出叶.如果 f ( x ) 是处处不等于零 
的函数（“积分因子”）使得形式 f { x ) u , 是闭的，则此分布也是可积的.事实上普法 
夫方程 f { x)uj - 0等价于 u ? -0, 因为/ / 0. 
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注更一般地说，可以在流形 Af 的某个覆盖的每一个邻域％中用形如⑺的方 
程％ = 0给出一个佘维数1的叶状结构,而如果在交 u . nuj 上有某些函般# 0 
使得则就得到 Af 上的一个余维数1的叶状结构. 

我们进一步注意到如果 d ( foj ) = 0,则必= - (等)八 a 由此导出： 1) w 是如 
的一个因子； 2) u ； A = 0, 

习题 29.5, 证明： （非竒异）分布 w = 0的可积性条件等价于下列的每一个条 
件： 

1) u 是‘的一个因子； 

2) uj A ctu ; = 0, 

在3维空间 R 3 中，形式 w 可记为余向童场 P = (&)，而1则记为 n>t 条 
件幻 就成为下列形式 

( P 1 rot P ) = 0. (8} 

2. 余维数 1 的叶 状结构 的例子 

设在紧流形 M 上给定一个闭形式= 0.方程^ = 0给出余维数 1. 的叶状 
结构 7 我们考察化约同调群 H ^ M ) = 执 / Tors 的1维循环基 么 1 ，…，〜其中 Tors 
是挠子群（见 §19.3), 形式 w 确定了一组“周期” 

夺⑴ = 4、 J 、1，…， g . 

当然，在万有覆叠 M -^ M {7 Ti { M ) = 1} _ t , 形式是正 合的： 

P *(^)= df . (9) 

然而，有“更小的”覆叠 P ! ： Mi - M 使得其上的形式 pt ( uj ) 是正合的.设4 c 

m { M ) 是群 tti { M ) 的满足对任意的 zeA , 

^ = 0 { 10 } 

的最大子群.显然，4包含 xx ( M ) 的换位 子群； 特别，4是正规子群.我们考察这样 
的覆 S pi ： Mi ^ M 使得 

= Ac fl - i ( M ) ( 11 ) 

(见习 S 19.1). 由定理19,4,这个覆叠有单值群 

B = f 77 Ti ( M ) ~ 7 Ti ( M )/ A . (12) 

由4的定义 导出丑 是一个自由交换群. 
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显然 ，吨 上的苹式 pKcj ) 有零 周期. 因此， p ^( w ) - dg , 其中$ 是奶 上的标童 
函数.我们有 r 

g ( x ) = f p * ( lj ). (13) 

Jxo 

这里的积分是沿 Mi 上任意的连接（固定）点:和点 I 的路径计算的.它与路径的 
选取无关,于是， M 上原有的叶状结构经提升到覆叠 Mi 上后就成为函数 g ( x ) 的水 
平曲面族，此外这个稷叠的单值群是自由交换群. 

例 29,4. a ) 设 M 是环面了'角坐标为 〆 ，■■■^ < 2 tt . 考察形式 

a ; = bid < p x ^ hi =常数- (14) 

习題 29,6. 证明： （满足 pK ^) = dg Stj ) “极小，’覆叠有同构于 
Z © … ® Z 的单值群，其中加项的个数等于⑷…， 6 n ) 在有理数域 Q 上的秩(即由 
N 在 Q 上张成的向童空间的维数). 

b ) 设 M 是紧黎曼面（即复1维流形)， u ; 是全纯微分,局部地形如 a ; = f ( z ) dz , 
其中 f { z ) 是解析函数（无极点).考察微分 Re a ;, 其中周部地 


Re W =^= Re (/(^)^) = Re(u + + idy ) (15) 

(z ^ x iy , f ^ u iv ). 方程 Re ^ 0 给出 M 上的 1 维叶状结构， 

习題 29.7. 证明： 这个1维叶状结构的所有非退化奇点都是鞍点，它们的个数 
等于流形 M 的欧拉示性数.对于超楠圆黎曼面 

2n 

= 巧計1(之）= n (: -Zah Z a / %对 ft # /?， (16) 


研究这个1维叶状结构的积分轨道（即叶 )_ 这个流形上的全纯撤分 W (无极点）有 


如下形式 


Q ( z)dz 

cj = — _ ' — 

y/^2n+l{^ 


(17) 


其中多项式 Q 的次数不高于 7^-1. 证明： 对于几乎所有的形如 （17) 的形式 W 存在 
一条在 M 上处处稠密的积分轨道.研究由具极点的形式，即形如乃的其中 G 是 
有理函数的形式 w 给出的叶状结构，形式0；的极点对应于什么样的奇点？ 


例 29,5. 我们在前面 （§28.3) 已经构造过更为复杂的叶状结构，它们是在某个 
(但非“交换的”）覆叠空间上的函数的水平曲面族.考察具常负高斯曲率度童的紧曲 
面上的单位切丛(这种度置是将这种曲面（当 p > 1时）实现为万有覆叠 Z 2 
在 i 2 的离散运动群作用下的轨道空间时“诱导”面得的，见 §20}. T , 上与测地流相 
关定义了两个 （2 维的）叶状结构&和丑―叶状结构只+的叶由 * — +oo 时彼此 
渐近趋近的测地线组成（对于只则是当 f — - QC 时)，两个分别取 自于及 +和 I 
的叶的交是一条测地线.在的万有覆叠，即罗巴切夫斯基平面 L 2 上，&的叶由 
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当 t — +00 时趋向于绝对形上同一点的测地线组成（见图 109). 对应于乃的覆叠 
piTr ^ T , 不是万有覆叠，它是 L 2 上的单位切丛，可缩于纤维因此， 7 n ( f ) = Z . 

习题 29.8. 利用 TnfMD 中元的共轭类与闭测地线之间双方 一一 ■的对应， 证明: 
对于覆叠 T 2 — T \, 仅当 T 2 覆叠力时叶状结构 ( 或只_)才是一个函数的水平 

曲面族.（我们固想群 兀“7\) 的结构+它具有生成兀 ai ， …， 6 i , ■ ■ ■ , b g , T 和关系 

P 

JJaAd 1 二 T 2 -% ， ai 丁二 T a“biT 二 (18) 

t = i 

(见 §24.3). 由定理 19.4, 覆叠 A — 2\ 的单值群同构于群 ^(M^) - 7^(乃)/(外当 
;? > 1时，这是一个非交换群.在这里 （ T ) 表示由 T 生成的正规子群 .） 

叶状结构/4和五-没有奇点.叶可以有不同的 拓扑： 显然，的叶当 f — +oo 
时趋近于测地线 7. 因此，如果测地线7不是周期的 ，则 在拓扑上等价于 M 2 ; 如 
杲7是周期的，则五 + 在拓扑上等价于# x (此时的周期轨道至多有与 

中共轭类一样多的可数多条 

注具有上述性质的这一对叶状结构和的存在性是负曲率的紧空间以 
及某些别的空间上的测地流特有的性脱这个性质在动力系统定性理论中非常重要， 
具有许多值得注意的推论.我们不在这里讨论它们. 

例 29.6* 我们指出一个几何上简单的实心环 D 2 x S 1 中的2维叶状结构（里 
布叶状结构)，其中边界环面户= d ( D 2 x S 1 ) 是完整的一张叶，考察柱状区域17 C 
R 3 ; -do < x < oo ， 〆 + z 2 < l , t / 兰乃 2 x (图 112). 注体内部的叶可通过一条位 
于平面 ( x t y ) 且渐近趋近于直线 y 二土1的弧绕 x 轴旋转面生成；其余的叶则由它 
沿$轴方向作任意的平移而得.边界也是叶 + 叶关于变换 y — $也 

是不变的 1 如果作等同 ( x ， y t z ) 〜 ( x - hl , y , z ), 我们就得到 JD 2 x S 1 中的里布叶状结 

构. 因为边界 ^ x ^ 1 ) 是叶，即环面： T 2 , 因此可以由两个里布叶状结构构造出球 
面 

S ：i = ( D 2 x x D 2 ) 

上的叶状结构，只要将它们的边界粘合（等同）起来即可. 



图 m 

我们再介绍叶状结构和两个重要的拓扑不变量——“极限环”和“消没 闭链' 
考察 n 维紧流形 M 上的 ft 维叶状结构的一张叶 w 点:^ e 灰及群抑）的 
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元7,它用叶呢上的一条光滑闭曲线1表示.在每个点处我们构造一个横截 
W 的圆盘 Dl ~ k , 它光滑地依赖于点 t ( 对 n - ft = 1，见图 113). 邻域的叶％与圆 
盘族 ^ 的交是一些曲线，由它们可给出一个“沿1移动” 映射： 

丰： D^~ h ^ D ^ k ， (19) 



图113 


不难明白映射小无论在圆盘 DT k 还是曲线7 (保持吻不动）的形变下都是不 
变的.于是,在零元的充分小的邻域内（其大小不是实质性的）定义了群到 
横截圆盘的自变换芽群的映射(变换的一个芽是一个等价类,其中两 
个变换称为是等价的,如果它 们在； to 在 D ^ k 中的某个邻域内恒等 .） 表示 7 h 馬 
称为叶状结构在叶灰上的“完整群”.如果7 € ^ i (^) 使得 A 尹1，则7称为叶状 
结构的板限环（见图 113). (参见定义 27.3.) 

^ Efc - n-1 的特殊情形,我们有区间 D^~ k =乃怂 = t 点邮 = 0将区间了分 
成两个部分.因此,在这里光滑叶状结构可能有两种情形（图 114). 在情形 a ), 闭链 
7称为叶状结构的双例极限环.在情形 b ) 中，闭链7称为单侧极限环.因为光滑映 
射丰由光滑叶状结构定义，在佘维数1的解析叶状结构中不会出现情形 b ). 



对所有的邻近于点 
jf D =0 的 

成立： Ry ( x}^X 

a ) 


R ^ ix^x 当 x >0， 

衫当 jc 矣0; 

i 是区间戶的点 

b ) 


图114 


在上面的叶状结构例子中，我们有下列情形（试证之!) : 


§30. 具髙 阶导败 的变分间題.哈密頓场系统 
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1) 如果非奇异的叶状结构是闭形式 W 给出的,则它没有极限环. 

2) 对于（在紧曲面的单位切丛上的）叶状结构 H 十和(见例 29.5 )， 非单连通 
的叶妒的基本群 TTilW )^^ 此外， 7 n ( W )^ z 的生成元是双側极限环. 

3) 对于实心环 x 妒上的里布叶状结构，边界环面： T 2 的基本群- 
S © Z , 生成元为 7 l 和 72 (见图 112); 生成元 71 是实心环响外的”单侧极限环，而 
生成元72则不是极限环. 

对于球面沪= ( D 2 x x D ^) 上的由粘合两个里布叶状结构而得的叶 

状结构，环面: T 2 上的两个闭链 71 和％都是“单侧极限环”.于是，这两个叶状结构 
的粘合不可能产生解析的叶状结构（即使可能是无限次可微分的). 

我们转向流形 M 上一般的 A : 维叶状结构，注意，如果元 7 € ^( W ) 不是极限环 
(即如果丑 7 = 1), 则它可以“移动”到充分接近的叶上，而它仍然是邻近叶上的闭曲 
线（见图113, b )). (如果 ^-1, 则只要 7 不是一侧的极限环 T 它就可以移动到这一 
侧中0 

定义 29.2. 元 7 € n ,( W ) 称为叶状结构的消没闭链,如果将它移动到任何充分 
邻近的叶上就使它在该叶上是零同调的（在 iv ^ W ) 中，7 〆 1). 

例如，对于里布叶状结构（见图 U 2) 我们有 W = T 2 . 元 72 可以移动到 D 3 x S 1 

的内部区域的叶上而在所有的邻近的叶上它是零同调的（因为所有邻近的叶微分同 

胚于51 3 ). 

注下列结果是已知的（我们不去证明它们)： 

a ) 上任何光滑的余维数1的叶状结构都有单侧极限环，因此不是解 析的； 

b ) 炉上任何光滑的佘维数1的叶状结构都有闭叶，它微分同胚于 T 2 且界定 
D ^ S 1 的一个具里布叶状结构的区$ 

c ) 如果3维流形 M 的万有覆簦 M 不是可缩的且与 S 2 xR 不微分同胚 t 则 M 
上任何余维数1的叶状结构有非平凡的消没 闭链； 

d ) 如果3维流形 M 上的余维数1的叶状结构没有极限环，则存在可交換的覆 
叠 Pl :奶 — 舰使得 Af ! =妒 x 妒 ⑻及叫 上的叶状结构的叶就是曲面 j =常 
数.于是，这个叶状结构的拓扑与由非退化的闭 1- 形式 
给出的叶状结构的拓扑相同（见前面 1)). 


§30. 具高阶导数的变分问题，哈密顿场系统 


1* 具高阶导数的问魍的哈 密顿形式体系 

原则上，在任何流形上都可以提出寻找童 S = fLdt 的极值的变分问题，其中拉 
格朗日 函数 L 不仅是速度 v ^± 而且是关于时间 f 的一些髙阶导数的标量函 数：局 
部地在一个坐标为 V ,^的区域中 t L 二 L ( x , x f x f - 下面的引理表明 

在这种情形也有欧拉-拉格朗日方程. 
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引理 30 丄 方程沾 = 0 等价于下面的欧拉-拉格朗日 方程: 


旮- 1 )^蒜) 


0 


(1) 


其中 




1 ， … ， n，g = 0, 


证明 引理由通常的分部积分法导出，我们有 


SS 



X % ms 

E 


dL 


Svg } dt . 


( 2 ) 


在这里我们假定变分 dx a { t ) 无限次可微且在所选取的小邻域外等于零.进一步，按 
定义我们有 q 

dq (sx a m 0) 



对带有因子 Sv -{ t ) 的被加项作 g 次的分部积分，我们得到 


SS 


/ ( s (- lr ^ ( 


dL 

dv ^ 



Sx a ( t ) dt . 


⑷ 


由此，如同卷1， §31 中那样，由变分的任意性导出方程 （1)- 
引理得证， 


□ 


董 


6 S 


Sx ^ ( t ) 




dL 

dv 9 


(q) 


称为交分导数. 


注对于场论中的拉格朗日函数，我们已经遇见过用于爱因斯坦方程的希尔伯 
特变分原理（见卷1， §37.4), 其中 


S 




j H-y/—gd^x^ 


R 既依赖于场也依赖于 g ab ( x ) 的二阶导数，但是，在证明卷1定理 37.2 时 
曾证明通过对拉格朗日函数添加一个在中不起作用的项可以移去二阶导 
数.此外,所有其他的包含曲率的拉格朗日函数也会包含二阶导数,例如示性类中的 
拉格朗日函数（见卷1，§4 2 和 §25). 

于是，由方程 （1) 明显可见它们， 一 般来说，有 2 m 阶导数，其中 m 是 L 中导数 
的个数.可以证明存在某种与勒让德变换类似的变换，借助于它在非奇异情形可将 
方程 （1) 变换成在 2 mn 维空间中的哈密顿形式，其中 n 是流形 M 的维数（奥斯特 
罗格拉茨基定理除了列举包含髙阶导数的变分问題的一些有趣的应用外 } 我们只 
考察1的情形，这时我们只有一个坐标 U 及它的导数 t 4 …，以叶以后我们将 

du 


用 a ; 表示自变童（时间< 




dx 


考察直线上的拉格朗日函数 


L = L(u,u\ - ^ - 


( 5 ) 
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我们引入变量 


u , q 2 = u 


(m — tU 


Pi 


P2 


dL 

du f 

dL 

du h 


m '- 

m 1 


+ (- l 广 




dL s 
du ^, 

(dL 


m — 1) 


( m -2) 


⑹ 


dL 

du ^ f 


令 


^{p^) = 一 [ + u f pi 4 - U ff p2 + … + 


⑺ 


定义 30 丄拉格朗日函数 L ( u 乂…， u ^) 称为 非奇异的， 如果方程⑹可以 
唯一地以如下形式解出 

u = u(p,q) 7 u f = u f (p,q), -- ,u (2m ~ 1} = ^ ( 2 t 7 l "°(p,g)* 


引理 30,2. 如果拉格朗日函数 L 形如 

L - a ( ii ㈣ ) 2 + L ( u , 心， ■ ， 

则它是非奇异的. 

证明 显然现在的方程组 （6) 中最后一个可唯一地解出为 

Pm — 2 au ^ m \ 

由此，可用 p m 表出，对于 Pm-l 我们有 


⑻ 


Pm 


dL 


dL 

du ( m ) 


dL f 


dL 


-2 au (m ^\ ⑼ 


我们注意到 = 知 +1 ，a = 0,… , m - l . 因此， =/( gi ，… j m )-2 au ( m + 1 ) 或 


(m+1) 


2 a 


(/(^i 


? m ) _ Pm — l )' 


显然我们可以就这样递推地解出整个方程组 （6). 引理得证. □ 

最后，我们有 

定理 30.1 (奥斯 特罗格 拉茨基 )• 对于非奇异的拉格朗日函数，欧拉一拉格朗 
日方程等价于哈密顿系统 


. dH , 


dH 

d^ y 


■ j m 


(10〉 


其中 H { p , q ) = -L + u， Pi 4 - u f , p 2 4 -+ u ^ p m . 
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证明为计算简便，我们限于 m = 2的情形.设 L 
朗曰方程形如 


L(u y u\u f, )^ 欧拉-拉格 


dL _ ddL (fi dL 
du dx du f dx 2 9u fi 


( 11 ) 


典范变量如下 


qi = u , 92 = 尨， 

dL d dL 


dL 


( 12 ) 


Pi 


du f 


dx du if i du” 


由拉格朗日函数非奇异的假定条件，我们可以从最后一个方程解出 V 为 


f { quQ 2, P 2) 


哈密顿函数有如下形式 


H — piu f + P 2 tt 〃 — L{u^u\u ft ) = Pi ^2 + Paw" — L(q lj q 2i u ff ) 

= P1Q2 4 - 步(仍，你， P2 )* 


由公式 （ 12 )， 显然我们有 


= = 


92 


dH 

dpt ' 


Q2 


f d f dL 、 dL 

P2 = ^\ d ^) = ~ pi + d ^ = ~ 


dH 

dH 

Bq ^ 


由 (11),(12) 导出 因此 ， pi ’ 

的相空间中的哈密顿系统 （ 10). 定理得证 


dH 

dqi 


于是，我们得到坐标为 qi , q 2 t Pl , P 2 

□ 


2 •例 


设£ 


dx 2 


+ u ( x ) 是带光滑位势的施图姆-刘维尔算子.下面的情形 


是特别有 趣的： 

a ) 当 | a :| — oo 时 11(3：) — 0 ( 如 

急减位势)； 

b) u{x + T) = u ( j :) (周期位势) 
我们先纯形式地考察微分方程 


时 u{x) ^ 0 (如果 |tx(^)|(l 4 - \x\)dx < oo, 则位势 u{x) 称为 


ij } — A )) 


(13) 


其中 A 是“谱参数”.方程 （ 13) 作普换 x ( x t X ) = - 

+ X 3 = ^ - u . 


^ 后转化为里卡蒂型 方程: 


(14) 


. 具高阶导数的变分问 H . 哈密顗场系统 


如果假定 A 是正的，我们得到 A = ^ + 当入— 
的级数形式解： 

n^l 

将 （15) 代入里卡蒂方程 (：14) 可得： 


时方程 （14) 有关于变童以 


Xn ( x ) 


(15) 






n^l 


(2 k ) 


n^l 


两 


由此，置两边的次的项相等就导出 


k 2 - 


Xi 


_ ■ 

'«； ^Xn +Xn+1 + E XiXn—i 二 0 ， ^ ^ 1- 


我们得出下面的 结论： 

a) 所有的 Xn(X) 是 u ， u ' u ' …. 的常系数多 项式； 

b) 所有的 x ㈣ 是实的，而所有的 X2 g ( x ) 是全导数且是纯虚的; 
卡蒂方程 （14) 推出的 事实： 


这反映了由里 


Xlm 


(In 


(16) 


其中 X =^ XRe + hlm ; 


) 由 （1 G ) 可以解出多项式 X 2^( x ) 的前九项： 

XI ⑻= -V X3 ⑷：— U 2 , 


xs (^) 


(4) 


+ 5{ ti y ) 2 -I 6 uu ff - 2 u 3 


(17) 


对每个^ > -i, 我们定义拉格朗日函数 

L q ( u , u \ u tf 、 … 




(IS) 


可以证明所有的拉格朗日函数 Lg 是非奇异的.这些拉格朗曰函数具有值得注意的 
性质： 对每个 q >0 存在 刼+ 1 阶的微分算子、，它的系数为 . ■ 的常系数 
多项式，使得換位子〖£，⑹是标童函数 厶 (“ WV ■ ■) 的乘法 算子： 


[£, A q \ = f q ( u , u \ u f \ 


d SS q 
dx 6 u ( x ) 


5, 



Lidx , 


(19) 


我们不在这里对一般情形证明这个事实 + 当2 = 0,1时，它可以由直接计算来 验证, 
事实上，由 


[ jC , Aq \ — CAq — AqC 


f _ d SSo c 
/ o _ 



( u " — u 2 )dx 
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可导出 


fo — — 2 u \ Ao = —2 


dx 


类似地，由 


[ C . A 1 ]= CA 1 ^ A l C = f l 


d SS 1 
dx Su ( x ) * 


Si = J (一 u ⑷ + 5( t /) 2 + 6 uu " — 2 u ^) dx ^ 


我们可得 


/i = 2u'" — 12w'u，A 


d 3 . / d d 

s ^ +6 r ^ + ^ u 


习题 30.1. 计算 X7 并验证精确到一个常数因子 


A2 = 16 


_£_ 

dx 5 


dx 3 ^ dx 3 


+ SQu ± u ^^( u ^ + ^ l u 

dx V dx dx 


") 


于是，可以建立起“交换性方 程”: 


[C, Aq + CiAfj—i + ■ * ■ + C ^ j 4 o ] 


( 20 ) 


(早在 20 世纪 20 年代已经发现两个交换算子的奇特 性质： 它们由一个代数关系 
R ( C , A ) = 0相联系，定义了一张黎曼面 .） 交换性方程也是拉格朗日型的（这是一种 
现代的看 法)： 


0=[ 二 力 ]= ^ 為， 5 = 5,+^_ 1 + 


最后，我们将交换性方程表达成如下形式 


+ Cq Sq t, Sj 



X 2 j ^3 dx . (21) 


6 S 

Su ( x ) 


0,其中 S = S q + ciS q -i + … + CqSo + Cg + i 5^ i , 


其中 & 
日函数 


- Sudx.M q = 0 y l , 我们来研究这个方程.利用 (17), 我们得到拉格朗 


(g = 0) L — Lq + C \ L —1 = U 〃 一 1*2 — CiU ； 

(q — 1) L = Li + ciLo + C2L-1 — — u ( 4 ) + 5( u ') 2 + Guu fi — + c \{ u ft — u 2 ) — C2U y 


交换性方程 


5 

Su ( x ) 


I 


Ldx 


( 22 ) 


变成下列形式 


0) U =-|, 


1) = 3 u 2 4- C\U + 警 

£s 
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在后者的情形1如果令 U =夂我们得到 


dv d { \ ci o C2 


从而 


u 3 4-晉 u 2 + % 由此 

X ~ X ° = IV 2 


du 


2tx 3 + C\U 2 + C 2 U 4 - d’ 


(23) 


它将 u 定义为魏尔斯特拉斯椭圆函数少 (W (至多差一个常数因子和一个常数加项). 
作替换 u — u + 常数， 不失一般性，我们可以假定 C1 = 0, 

当 g = 2 时，利用 （6) 和 （7) 很容易将方程写成哈密顿形式+为了能作出积分, 
除了哈密顿函数丑外还需要另一个积分.可以证明在交换性方程 （21) 中总存在一 
种有趣的“潜在的对称性”使它成为完全可积的+ 


3. 场系统的哈密顿形式体系 


当无能量耗散和热力学不可逆性时，物理系统称为“守恒系统' 现代物理观点 
认为守恒系统应该是一个哈密顿系统，然而，有例子表明这种哈密顿形式体系可以 
是非平凡的，不化约为拉格朗日形体系.在这里我们对场论的哈密顿形式体系作某 
些介绍.如同有限维的情形，其中的基础是重要的“泊松 括号” 概念.我们考察/ I 个 
变貴的光滑函数 WbV .. ，#)组成的函数空间；但不去详细说明它的定义域 
和边界条件.此外，我们还要使用这样的 约定： 关于全导数（全散度）在整个空间上 
的积分 /( …)在这种形式计算中总等于零，因为我们不考虑边界条件且所有的 
变分都是有限的. 

对于场的泛函可以定义泊松括号.然而，根据理论物理形式体系中 
的假定，它可以方便地通过将一个场集中于一个点而写成“点的泛函' 形式上 7 我 
们将泊松括号定义为一个算子{， } ，由公式 


= F ^ ix . y ) (24) 

给出，其中除了通常的指标^外还有连续指标^^泊松括号应该关于每一个变元 
是线性的，应该具有莱布尼茨性质 (23,7), 并且是反称的，最后还要满足雅可比恒等 
式 （2 S . S ) (见 §28). 回想一下，雅可比恒等式是这样的： 

{/"』.} = f { g , h } + g { f , h }. 
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(其中 P ( y ) = P ( u(yh Vu { y ), … ）） 和 

咖)，各咖) 


d 


dyk 


{ u i { x ), v ( y )}. 


进一步，为记号的简单计，在所计算的情形中假设只有单变量 I 的单个场 U ， 虽然这 
一 点无关紧要，由莱布尼茨性质和线性推出 

dp dP 

{ u ( x ) } P ( y )} = { u ( x ) y u ( y )}^-( y ) -h ( y ) 十 … 


du 

ap 


du f 


du ^ 


我们有 






3^0 


du ( 6 ) 



因为 ( f 9 y = f f g ^ f 9 \ 最后我们得到 


wl >)，( Pdy \ = f { u ( x ), u ( y )}^2(- l ) 

J J J s^O 


d 3 


dP 


dy s \ du ^ 



或 


{^( x ), J } 



{ u ^( x ), u k ( y )} 


SJ 


Su h ( y ) 


d n y . 


(25) 


公式 （25) 对于任意多个场和任意多个变量都是对的.其证明是完全类似的 
由公式 （25) 可以推出对两个泛函 J U J 2 的泊松括号的如下 公式： 







SJj SJ 2 


Su i ( x ) Su k ( y ) 


{ u i ( x ), u k ( y )} d n xd n y , 


(26) 


其中 


SJ 



5 J 


8 u ^ [ x ) d n x 


Su ^( x ) 

(由 定义， 所有的变分 6 u ^{ x ) 都是有限的). 

定义 30*2. 泊松括号 （24) 称为局部的，如果它由有限和给出 

{ u \ x )^{ y )} = ^( x , y ) = 


(27) 


k 


其中 = (心，… ，心) a > 0，劣 = 
n - 1 ) 表示 通常的 j 函数（单位算子的核) 

i=i 


忠…啦，〜= ~£ j •符号^- y ) 



f ( x ) S(x - y )< Px ^ f ( y )， 


J m 璁岭 = (-i) kl+ ^ kn ^f(y) 
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我们在这里只是在彤式上，即代数地运用了所有的这些符号，而并不去讨论有关的 
函数空间.这一组系数只依赖于在点 1 的场《和它的有限多个导数（“局部性原 
理”) ■ 

我们用 4 表示微分算子 


其中和是有限和.由公式 （ 25 ) 我们有 





6J 


{ u ^ { y)^ m <ry 



-I 50 — y) { X 


SJ 

My ) 


) d n y 


(伽- 


其中 # 是共扼算子， ( v ( x)djy = - dj ( v ( x ) 

我们可得 


)• 考虑到泊松括号的反称性 


6 J 


南丽 

类似地.由 （ 27 ) 对两个泛函成立下面的公式 


( 28 ) 




I 


r ^ h Aij rih dnx 

5u^(x) 


( 29 ) 


其中，由于 A 函数的性质，关于 y 的积分可直接计算， 

对于任意的由矩阵算子 A = ( A ， 给出的形如 （ 30 ) 的泊松括号验证雅可比恒等 
式是比较困难的，然而对于“常”系数的，即系数与场 u 扠 u 的导数无关的（但可能 
明显地依赖于 I 的）算子 Z 成立雅可比恒等式则是显然的.这个验证只是逐字重复 
在有限维情形对具常系数的泊松括号的类似过程. 

鼉简单的例子.常系数的括号. 


⑴拉格朗珥括号设给定场 pi , Awg 1 ， …， f 及括号 

{Pi{x),p 7 {y)} = \q i {x),q3{y)} =-0, 
{^{^. Pjiv )} = ^ jS(x y ). 


( 30 ) 


这种括号产生于下列形式的非奇异 泛函: 


%] 


Pj ⑻ 



dA 

dq ^ 


dq dq \ 
q ’ ~ di " dx & ) 


d n xdt. 


根据公式 ( G ),( 7 ), 可以很容易地将它推广到具高阶导数的拉格朗日函数，如果取哈 
密顿函数为 


Po = H = J Tq^Tx ^ J (pjq^ — 


( 31 ) 
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则欧拉-拉格朗日方程取哈密顿形式（试证之!〉 


p ㈣ = 


sn 

5q^(x) ' 

sn 

6pj{xY 


( 32 ) 


全动量的分量 


Pa 




d^x 





(33) 


生成沿坐标的移动群，如果取它们为哈密顿函数（试证之 [). 

(2) 科尔泰沃赫-德弗里斯 （ KdV ) 方程我们有1维空间中的一个场 
松括号为 

{u(x),u(y)} = 夕(工一 y). 

(其中 V 是 J 函数的“导数”，具有 性质： 对任意函数/， 


(^)，泊 


(34) 




8 r {x)f{x)dx — — I S(x)f / (x)dx = 


这个括号具有“零化子” 即具有这种泛函&使得 


事实上，可以取/ 0 = / 
形式为 


{u(x),Io} = 0, 

( y ) dy 为满足这种性质的泛函.（沿 i 的运动的生成元）动董 



du 


哈密顿函数 


H 


衫 2 办， M 斗尸}=石- 


-J +u 3 -h dx 


(35) 


(36) 


生成熟知的 KdV 方程 


it(x) = {u(x),H }= - 


d m 

dx Su(x) 


xxx 


+ 6 uu ^ + 


(37) 


习® 30.2. 证明： （17) 中每一个童产生 KdV 方程的一个守恒律，即对于\ = 
/\办，由 KdV 方程成立 

S Q = 0 . 

证明 = {) 及 H = H - c 5 q - 

如同有限维的哈密顿形式体系（见卷1, §34)，下面是泊松括号的非平凡的基本 
性质,这种性质如果没有雅可比恒等式（以及其他的一些较为简单的性质）是不可能 
的.设有三个泛函 M 2 t J 3 二 { JuJ 2 }^ 它们按照公式 


du^ (x) 
dtr . 


{u J (x),J a } y a= 1 ， 2,3 
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给出三个哈密顿向童场（“流动形”).于是，前两个流动形的换位子等于第三个.如杲 

则我们得到的流动形是交换的. 

与任何泛函的括号等于零的泛函全体称为泊松括号的 “零化子' 非退化的括号 
没有非平凡的零化子. 

泊松括号有趣的例子来自于流体动力学，我们将从中向董场的李 代数心 
和它的子代数 C k 着手，其中由散度为零的向童场切= G 组成 
- 0). 我们有（见卷 1. §23) 

[v } w] k ^V % diW k -W^diV k , 


其中 v = w ^ ujVj , [& i , ej ] = 0, 使用场分董的结梅常数可将它们的 
换位子写成 

v 7 w]{z) ^ JJ c^(x, y, z)v l (x)v) j {y)e k d n x<Ty, ( 38 ) 

因此 

z) = 6jd(x - z)6 i (x - y) - - z)8^{y — x) : ( 39 ) 

其中 6i{x} ^ dTi S { x ) t 对偶空间 W 有自己的场坐标 Mx ), 其中表达式（标童积） 

j Pjix^H^fTx ( 40 ) 

在变量: r 的光滑变换时保持不变.于是从张童的观点看，量 P = 是一个 

余向量的密度，它在变换 x = xix *) 下要乘上变换的雅可比行列式义量 P 将称为动 
量密度.我们注意到对每一个标量积（ 4 0)定义了 上的一个泛函（这种泛函的 

集我们同样记为对应的对偶空间具有商空间 形式： 

= ! (Pj % 沪)， ( 41 ) 

因为对形式为朽二巧 w 的密度，由于条件= 0,^ ^ Lt 我们有 

J(djipy^^x = - J ip(djV j )d n x = 0 . 

泊松括号形式为 

{p 2 {x),pj(y}} ^ J cf J (x. y,z)p k (z)d n z =： pj{y)6^x - y) - Pi{x)Sj(y - x). ( 42 ) 


密度 P = 常数的不可压缩流体的流体动力学方程来自于相空间 if 上的哈密顿函 
数 
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其中巧 — pv { (v = v ( x ) 是流体在点 a ： 处的速度， 满足 d〆 三0 ;度童则假定为欧几 
里得度童).这些方程通常在整个上写成方程组形式 

pi 二 W 二 { 仍，九}十 = pv k O k Vi -h di + P ) ， （ 44 ) 

d ^ 1 = o 

其中 P = P ( x ) 是压强，由公式 （44) 定义， 

对于可压缩流体则要考察通过“内部变童”扩充的代数 L „. 在场论中，增添新 
的场 变童： 质童密度和熵密度^以及括号运算 


{pi(x),p(y)} = p(x)Si(x-y), 

{Pt(x) y s{y)} ^ s(x)Si(x - y), 

{s(x) > s(y)} = {p(x),p(y)\ = {s(x),p{y)} = 0 . 


(在欧几里得空间中）哈密顿函数形式为 


H 



2 




+ e Q ( p } s ) 


d n x {pi — pVi \ 


(45) 


其中 so 是能纛密度， 


习 B 

30.3. 证明：= ^(diVj ~djVi)6(x - y). 

30.4. 当维数 n = 2 时，考察置换（“克莱布施变量”) 


Pi = pdi ^ 1- sdiOc , 

证明（所有不等于零的）括号形式为 


{ p ( x ), i }{ y )} = { s ( x ), a ( y )} = S ( x - y ). 

研究整体上给出克莱布施变量的可能性问题. 

30.5. 对 n = 3. 考察置換 


pi = pdiip + sdia + f3d t ^y 

及（所有不等于零的）括号 

{p(x), ij(y)} = {s(x) 1 a(y)} - {P(x), i(y)} = S(x-y). 


证明这个泊松括号与 （45) 相符,研究由克莱布施变纛的非唯一性引起 
的“规范群' 
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30.6 . 设 n 二3, 流体满足& = ^ o ( p ) 且在所研究的过程中熵不作为场变量参 
与，设 Pi = P d # + ad 具 研究整体上引入克莱布施变童 p ^, vcJ 3 的可能性， 

对于任意的张量场 T { x ) 可以引入泊松括号 { Pi ( x ), T ( y)} f 想法是要求将其“冻 
结在内部”：我们要求对任意向量场 w 成立 

玄⑷= L v , T ( x ), 

其中右边是张量场 T 沿 w 的李导数.于是对如下形式的哈密顿函数 


H 



v : l ( x ) p t ( x ) d Tl x , 


我们置 


{T(x),n w } = L^T(x) 


(46) 


如果我们对 （46) 再补充 { T ( x )， T ⑻）二0 ,则我们就唯一地完成了对泊松括号 
的代数扩充. 

特别有趣的是 r = ( HijXR 3 中的一个闭2-形式）为磁场的情形.由于在坐标 
变换下它们将乘上变换的雅可比行列式，所以质量密度和能童密度是 R 3 中的3-形 
式-它们的商印- 1 是 R 3 中的标童.可以证明哈密顿函数 


H 



{ IfI 

V 2 p 


+ ^0( pyS ) + 


8 tt ) 


(47) 


连同所定义的括号产生磁流体动力学方程 7 其中 7 场被“冻结”在流体中， 

我们在这里考察的泊松括号是更一般的“微分-几何”的泊松括号的特殊情形. 
定义 30.3. 对于一族场 - 它们的 齐次的微分-几何栝 号形式 
为 


K(x) 5 ^fe)} = ， (u(x))d a S(x 1 ) + b^ a (u(x))u k J(x - y), 
其中 < = d Q u k ( x),x = (x\- - , x n ),a = 1 T . ■ ■, 打乂 j. = 1, … ， m. 

非齐次的微分-几何括号由下式 给出： 


(48) 


⑷， W ( y )} = g ^ a ( u ( x )) d n S(x - y ) + [ b ^( u { x))ut + ^( uix )^ - y ). (49) 


形如 



h ( u)dx 


的量自然地称为流体动力学型的泛函，它的密度 h ( u ) 不依赖于导数（见(44),(48)). 
这样的哈密顿函数连同泊松括号 （48) 产生 流体动 力学型 方程组 


{u\x),H\=a^{u)ui. 


(50) 


括号 （4 K ), 流体动力学型泛函和 （50) 型的方程在局部变童变换 W 之下都是 

不变的，因为不包含导数+ 
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引理 30.3. 在局部变换 u = u ( v ) 下，所有的^^ (当固定 a 时）如同 u 空间中 
的〔2奶型张置一样变换，而分量则如同克里斯托费尔符号 ^ ^心 C 
一样变换,如果非退化. 

由莱布尼茨性质容易导出本引理. 

我们较为详细地来考察 r 是1维时的情形 n = 1 (因此 = 0) .设 

det ^ 0, 

定理 30.2. (48) 具有泊松括号的所有性质（包括雅可比恒等式）当且仅当《度 
童”，是对称的，联络 rj k 与这个度量相容且其曲率和挠率都等于零 - 
推论1形如 （48) 的泊松括号当 n = 1时（局部上）由一个不变董决定，即由度 
董0 = ^^(det ^ ^ 0) 的符号差决定.存在 ii 空间中的局部坐标使得 〆 〃= 

常数，必= 0 . 

我们不去证明这些 结果； 证明需要作一定童的计算，可以证明当 m = 1时，形 
如 （50) 的方程组的哈密顿性质连同其可对角化性（即矩阵 ( a )( u )) 在整个区域中可 
化为对角型）足以保证在某种精确的“刘维饵？意义上方程组 （50) 的可积性.对于 
m = 2 的情形（两个分量的系统）在19世每_ (大约从黎曼开始）已经知道若干结 

杲； 它们可简述 如下： ：'V 

习题 30,7. 1) 证明：对于函数= xiu 1 ^ 2 )^ = tiu 1 ^ 2 ), 方程组 （50) 是线性 

的（速 端曲线变换 ). 2) 证明：当 m = 2 时 方程组 (50) 可通过周部变换 u(v) 对角化. 

对于场的个数 m > 2的情形，最近已找到速端曲线方法的推广，但是与经典的 
m = 2的情形相比，它在本质上要借助于方程组的哈密顿性质.我们来考察 n = 1 
时形如 （50) 的两个交换哈密顿方程组： 

= v){u)ui ， 

K = 忉 K 乜 X 

其中是对角矩阵，％ = S ^ vHu )^ 1 ^ v 2 +… + v ' 于是 w ^ u ) 也是对角矩阵 

(:试 证之仏 下而的方 程组： 

wHu^vUWx + t ， 其中 < (51) 

决定了一族函数 

- } u m {x,t). (52) 

可以证明这族函数 （52) (它们是 （51) 的解）满足方程组4 = v ]{ u)ul 这就是广义速 
端曲线方法. 

对于 n = 1时的非齐次括号 （49) 及条件 det / 0,成立 
定理30,3.童 c ^(^) 的形式为 


- c ^ u k -h 


( 53 ) 
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其中 t 在成立0 =常数，< 三 0的坐标 W 中，# =常数, 4 =常数.此外，⑹) 
是基灵度童为的半单李代数的结构常数张量，而 （#) 则是这个李代数上的上闭 
链 7 即成立恒等式 

4 s 4 k + 4 S 4 3 + 4^ = (54) 

在成立常数，= 0的坐标系中完成这个定理的证明并不复杂.我们在这 
里不去研究髙维的情形以及这个定理的推广. 


第八章高维变分问题解的整体结构 


§31. 广义相对论 （ OTO ) 中的某些流形 

1. 问题的表达 

从几何学观点来看,广义相对论的问题就是寻找4维流形它具有符号差为 
(4 - —— ) 的度童且满足爱因斯坦方程 

^ 1 - m 

R a b - ( 1 ) 

其中乃 6 是介质的能童-动置张童.从最一般的观点来看，对张童只有一个限 
制： 如杲€ = ( D 是任意的类时向童,> 0,则应成立 T ab ^ b > 0 (能置密度 
非负性条件 h 

实际上本章中我们将只考察所请的流体动力学的能置-动童张童（见卷1， 

§39.4) 

T a b = (P + ^)n a u b - pg a b^ (2) 

它对于揭示大质量物体的引力场是重要的;在这里 u 是4元速度向量，、4 = 

l , p 是 压强/ 是能量密度. 

一般来说，对方程 （1) 的分析是十分复杂的任务.但是在一些扬合，如果能找到 
某个度置，它容有较大的作用在 M 4 上的运动群则方程 （1) 在适当的坐标系中 
就可化为相对简单的形式，结果就可以精确地解出 7 至少可以对它作定性的研究.这 
种情形中也总会出现这样的问题，即我们找到的解在多大范围中适用，是在整个 
上还是仅仅在其中的一个区域上适用？其中一个最简单但非常基本的情形，即纯坐 
标方法只产生 M 4 的一个区域的情形是点质量场的相对论的类比物——“施瓦茨席 
尔德解”（见卷1, §39.3), 


§31, 广义相对论 ( OTO ) 中的某些流形 
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我们给出某些定义. 

定义 31.1* M 4 上的凼数 f ( x ) 在点 : r e M 处称为 a ) 类时的 ； b ) 类空的； c ) 类 
光的或迷向的， 如果： 

& )产基磊 >0 ，即 <▽，▽/) >0; 


b ) 磊〈°，(▽，▽/><(): 



df df 
dx^d^ 


= 0,即 


<▽/，▽/〉=0 


这里 ▽/ ：= grad / (/的梯度)- 
例如，如果/( ㈨ =2^则 


<▽/，▽/> 


df Of 

0 x a dx b 



标量平方 <▽，▽/) 将常记为 t / f . 

2 * 球对称解 


定义 31.2, 具爱因斯坦度量如 & 的流形 M 4 称为球 对称的 ， 如果它具有轨道为 
2维球面沪的运动群 G (保持“时间”坐标不动的“空间”旋转是最 

简单的类似 SO [3 ) 变换的例子 

这些轨道显然是类空的（即在炉上的任意处的所有非零切向童？ = ( O 满足 
9 ab^ b < 0), 因为球面炉上每点处群 SO (3) 的迷向子群迷向地作用在该点的切空 
间上， 而同时 类时方向是一维的. 

我们用 M 2 表示商空间 M ^/ SOm , 它是一个2维的参数空间，用来对群的轨 
道编号.我们得到一个纤维丛 


p : M 4 M 3 ， (3) 

纤维为屮= M \ 其中炉是群 30(3) 在 M 4 上的轨道，纤维从 （3) 上有 
联络：这个联络的水平方向按定义（关于度量 & f 0 正交于纤维 (50(3) 的轨道). 

引理 31.1. 这个联络是平凡的 3 即是可积的. 

证明考察点 ye M 4 . 设札 C SO (3) 是点 y 的迷向群.在群 50(3) 的轨道上 
群的不动点是孤立点，从而群74的不动点组成 M 4 中的一张与纤维正交的 
2维曲面（积分曲面).引理得证. □ 

设 C M 2 是底上的点^ 的一个邻域 T 其中坐标为 t , R , 度童形式为 

gndR 2 , g (i0 > 0, g n <0, (4) 

(即 r 与五 是正交的)-在 M 3 的（小）区域中总可取到这样的坐标_设仏 p 是球面 
S 2 上的标准坐标,使用这种坐标单位球面上的度童为 rfJ ? 2 = ^ + 它关于 
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S 0 ( 3 ) 是不变的，由引理 31.1, 在整个区域中可引进坐标 r , 使 
得爱因斯坦度量形式为 


gmdr 2 4 - 9 ndR 2 - r 2 dQ 2 , r = r { R , r ), (5) 

其中伽）和 tfn 只依赖于（尼 r ) 而 r 是“轨道的大 小”. 由引理 31.1, 公式 （5) 局部 
地给出了 M 4 上的一般的 50(3) 对称度量，因为底 M 2 上的度量总可以表达成形 
式:⑷. 

在推导7^ = 0 的爱因斯坦方程的施瓦茨席尔镰解时，我们假定（设 C = 1) 


r = R = r (6) 

并得到了下列形式的解答（见卷1,§39.3) 

I 

1 a 1 /，\ 

m = 1 _? ffU = ⑺ 

r 

这个公式仅在 r > a (“外部观测者所在的 E 域”）中才是正确的.当 r < a 时,也可以 
形式上考察这个公式.这时我们有： 

a ) 函数 r (半径坐标）是类时的 j -* = > 0; 

b ) 函数 t (时间坐标）是类空 的: 〆 * = g QQ < 0. 

当 r 从外部区域趋于 a 时，我们有 

g rr —>■ g lt —* oo, r 一 a. 

于是， M 4 上的函数 t^r = a 时一般是无意义的.如果有意义，则在 r ■二 a 上函数 
r 是迷向的.虽然公式⑺表明当 r = a 时，坐标本身没有意义 ， 但是底 M 3 
上的坐标 r , 丑可以以不同于施瓦茨席尔德解 （7) 中的方式来选取.在解“空”空间 
(即不存在介质的空间）中的爱因斯坦方程 

只 ab — ~^&ab = 0 ⑻ 

或 = 0 时（见卷 1, §37+4 )， 不失一般性，我们可以选取 T 使得 goo 三 1. 这种选取 
可以做到，因为在底 M 2 上符号为 （+，-） 的任何度董在适当的坐标系中总可取 （ 4) 
的形式 ， 从而进一步的坐标变换可将它变换成形如 dr 2 ^ g n dE 2 t gii < 0,于是，使 
用局部坐标 r , i ? 〆 ， ^可假定度量为 

dr 2 4- gndR 2 — r 2 ( dB 2 + sin 2 Sdip 2 ) t (9) 

其中函数 r 和只依赖于 R 和 r . 解方程 （8) 没有多大困难.如果按一数公式 
(见卷1, §29, §30) 写出和 JU ， 我们就得到用参数表达的方程（见后面 
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的 (17)) 


"0 D = ， 






Oip _ t 

dR =tp ^ 500 = 1 _ 


解可以方便地写成参数 形式: 





0 ^ r / ^ 2 n . 


3/2 


— COST/), 

(7T — r? + sinrj), 


( 10 ) 



“克鲁斯卡尔流形” Af 4 的结构如图115所示，在 r = 0上群 30(3) 的轨道变为一些 
点+在这些点上， M 4 的度量有 奇性， 在区域 I (： 施瓦茨席尔德区域）中的外部观测者 
的世界线形如 


V = T b o > Cl, —OO < t < +DO, 
^ ^ 




誌 g ■者 


m 115 ( R , r ) 平面.阴影线部分是“无意义”区 

域 r < 0. 实曲线表示水平曲线 r ( R ， T ) = 常数， 
虚线 表示, 水平曲线 t ( R ， r )= 常数.在 r = a 处, 
除了这两条线的交点（鞍点）外，我们有 | f | = co . 
在交点处 i 没有定义， 因为所 有的水 T 曲线 t = 
常数收敛于该点.点 r = 0, 丑 = 0是鞍点；在 

该点 ir = 在曲线 r = &上我们有 

( Vr , Vr ) = 0. 区域 I 和 r 是等距的（只—一 丑); 
区域 n 和 r 也是等距的 （t — - r ). 


外部观测者可以从区域扩中接收到信号，但无法将信号反向传送进 IT (“白洞”).与 
此相反，外部观测者可以将信号传送进区域 n ， 却无法从 I 中接收到信号（“黑洞 ”)+ 
对于 I 和 r , 无论是接收还是传送信号都是不可能的.它们独立地刻画了（^用平 
面上的光锥. 

克鲁斯卡尔-施瓦茨席尔德解对于球对称物体的坍缩问题（坍缩中的星球或 
“與缩星”）有重要的应用.考察形如图116所示的坐标平面 W 任意）中质点 
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的类时世界线 T 对所有的 I A 这些世界线7的集合组成一张3维曲面士 C M 4 , 
它将分成两个 区域 : d —内部和 B —内部.星球的坍缩将用方程⑴的具有下 
列性质的球对称解 描述： 

a ) 在区域4中，与克鲁斯卡尔流形中的相同，即此时 

Rab = 0； 

b ) 在区域 B 中 ，似 满足带有流体动力学能董-动童张量 （2) 

的方程 （1), 此时“物态方程”由 s 给出； 

c ) 星球的边界平面上的曲线 当 t 一 +oo 时相交 
于 “ 视界” r 二 ( X ，其上 二 0;当 f — —oo 时星球边界则一次也 
不会与地平线 相交. 

因此，我们需要在区域 B 中解方程 （1), 其中/ 0. 由球 
对称性导出非零项只有 

TS = = ~ P ^ (13) 

我们选取伴随坐标系，其中 u = (1,0)，^ = 7\° = 0.则 

T 0 °= =7 f = 0 ，K = — p ， （14) 



度董仍然形如 （5). 

注一般来说，其中时间坐标 r 正交于坐标空间 R y 9^ 的伴随坐标系不是“同 
时的” ，即如 0 # 1- 

守恒律 V a TS = 0 给出： 如果如 0 = e% 9ll = -e'r 2 = A 则 

〆 =— ^，人 + 2^二一^. (15) 

P + e' p p+e 、 ’ 

由此立即导出 


gur 


exp < 一 2 



de 




p+e 


exp 4>(R)y 



exp ^( r ), 


( 16 ) 


其中刮用和利 r ) 是任意函数.如何选取这些函数会影响对坐标 r / 的选取.在 
(16) 中尽可能适当地选取函数呶抝和训0从而确定局部坐标并可从方程（1> 
中消去 e ， p . 

在坐标系/二 r ， 〆 二 R f y 2 = ly 3 = w 中计算出 和/^ 后，方程⑴化为 
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下列形式: 


a ) -雙打 


-A 


b ) 


SttG 


^ f A - e~ v U - \fiO + 營 〆)_ 


^Ti= 七 _\2〆 ， + 〆 + 2〆 + — ^V + 〆")+ 

\e^ u {XO + //m — Xfi — 2X — X 2 -2ji — (i 2 )\ 


(17) 


c ) 竽对一-十， + ^ -令 ) 4 -令 4 

d ) = G = _A ( 2 〆 +/i〆 一 入 〆 - ^ V )' 


我们用 （ VT _， Vr > = g ^ 


定义函数 a = a ( r , R ). 对于施瓦茨席尔德解我 


们有 a 二常数 = 2MG/c?, 其中 M 是物体的质量.在一般情形 7 方程 

a(r, R) = r(T, R) 


(IS) 


给出“视界”广 ' = 0,在那里 r ( r 7 R) 成为迷向函数， {Vr,Vr)= ： 0. 

注爱因斯坦方程（见 (17)) (经 借助 （16) 及 少 三 妒三0 消去 巧 - 巧 = - p 和 
rf = e 并接着消去〃后）可以由下面的 “2维场论”的拉格朗日函数得到 

S = f AdRdr ^ 



其中2 = A ( X , / i , A 7 fi 7 V , = T 1+ T 2 + U , 


ri 


+〆 (知 A ' + 2fc 〆)) ^ x p |- 


X-\- (h-\- l)p. > 7 


T 2 


+ J exp 


A + (1 — k)^i > ? [7 — 2 exp 




+ ， 


其中 A 是常数.在卷 1 §37 中对泛函 6 定义的形式上的能量-动量张量取下列形式 

玲一 2 + 人 S + 省 -UK 


Tl 


dX ^ 


巧 = 4 + 4 


= -€^ a (2/x / + /_i〆-A〆 一 (kX f + 2kfi r )fi) 


fo = x f ^+^ l l A = --r 0 〜 -(H)A - 卿 

dX Ofi 

f 流体动力学的能量-动量张童的球对称物体的爱因斯坦方程 （17) 等价于在曲面 
Ti = 打 = 0上拉格朗日函数2的欧拉拉格朗日方程衫 = 0. 对于研究不依赖于 
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r = f 或只的解,使用泛函 兮 是很方便的.如果人#0/#0,6#0,//#0，则 
方程罚=野= 0可解出，爱因斯坦方程 （17) 化为一阶方程组 （24). 

由函数 a ( r , i ?) 的定义我们有 


a r(l — { Vr , Vr )) = r [ 1 — p 1 


dr 

dr 




结果，像通常那样令咖 = e^ y9ll = - e \ r 2 =沙，我们就得到 


f 卩 


" /2 e ■入 


由此及方程 （17) (连同 TV =咛二 - P > T §= e ) 推出（试证之0 


da(r^ R) 
dr 

da 

Wr = 


pr 


dr 8 ttG 
dr c 4 


£T 


dr SttG 

3R~^ 9 


其中 s 和 p 由度童关系 （16) 联系，因为 e 是能童密度，物体在 r = r 0 

童由下式确定： 

_ 

1 总 =/ b \/|1 ^22 p331 dHdBd^p — J 4n£r 2 e x ^ 2 dR. 


(19) 


常数时的能 


但是，由 U 9 ) 明显可见下面的董 


五总 


/ 


AfKET^dr 


1 


A^er^dR 


( 20 ) 


是方程组的积分且在曲面 f 。 1 = Tf = 0上重合于由拉格朗日函数； i 决定的系统的 
哈密顿函数.因此，我们得到“引力能童亏损” 

五总 # r 总 _ 

考察 p = 0 的情形（尘云现象).从 （19) 的第一个方程和 （16) 的第二个方程可得 


a = a ( i ^); 500 =常数 • 


(21) 


设如 0 = L 从 （16) 的第一个方程导出仙 
表达式代入可得 

_ (，) 2 
511 =—碎 


r 4 e 2 


，并将 （19) 的第二个方程中^的 


( 竽 ) 2 


由此及 a 的定义= 1) 可得 


W 卜叶一 ( 以 ( 学 )— 2 , 
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最后有 


a(R) 


(，: ) 2 閉 


( 22 ) 


这个方程经一次积分即可积出并给出熟知的“托尔曼解'将导致尘云物质或者坍缩 
或者膨胀，因为如果度童无奇性， f 在1 - & > 0时不可能改变符号.在视界外部我 

们有： 广 


^( r , R ) — ±^/ g^ r + [" u r' 2 l ♦ 0, g rr > 0, 


(23) 


由此导出，当在视界外部不出现度量和能童密度 (0 < e < oo ) 的奇性时，童^不会 
变号. 

对 P p = U 时的较一般的方程（19)，如果冷三0三0,则由 （16) 我 

们有 

■■ % HttC ? 

a = —pr^r —^― } 

C 4 


O 

£V T 


re 


f SirG 

r 

5 tti 一 


(24) 


消去 A 我们将方程写成 


r 土 \/ <P(r, r\a r ) = zb \J(g rr + 

a ― (J ^ A: ^ L - 


(25) 


于是 7 如果给定 r (0, 和和 a (0, R ), 则解（除 f 的符号外）就完全地确定了.在视界 
(g rr > 0) 外部，我们有与 p = 0的情形相同的 结论： 由于杳 >，> 0J 的符号不会 
改变. 

结论如果度量及能量密度^ > 0无奇性，则物质或者单调地坍缩或者单调地 
膨胀. 

注 a ) 当物态方程是 “极 限刚性的”，即^ = 1时， （24) 的最后一个方程有更简 
单的形式，即 


1 — - = £ ： (r 2 — r^r 4 ) 
r 

b ) 当# = 0 = 0时,方程 （24) 关于伸缩变换群 


(26) 


7_ ^ 7 \ 




ar. 


7 己 


rp . 


( 27 ) 


是不变的，其中 


2 


fp 



,7 = e ~ • 
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还可以寻找所谓的“自相似”解，即在这个群的形如 a = H 二 h = 
— + ^的单参数子群下不变的解，其中 s 是某个参数.这种不变解的形 
式为 

r = ^ n ( A) T a = ^ ai ( A ),^ = A = (28) 

方程 （24) 仅当 s 时有形如 （28) 的解.在这个情形，方程 （24) 定义了一个 

常微分方程组（动力系统） 


day _ 0 dr\ 8nG 

,dai 2 ( 、咖 l 、 

7ai _ sA _ = , iri ^ n - S A—j 


8ttG 



对于静态解（即不依赖于 T 的解）和不依赖于只的解的研究也导致动力系统，我们 
不在这里深入. 

可以这样来设定方程 （24) 的边值问题.在初始时刻 r = 0 我们要求解满足下列 
条件： 

a ) 〆 > > 0 (第一个条件意味着球面形纤维可以按半径 r 排序，而第二个条 

件则由第一个条件及£>0立即可从 （24) 的第二个方程中导出). 

b ) 如果伴随 坐标穴 的取值范围为 J ^^ R < 

Ri ( Ri 可以是 + oo ), 则此时 r 的变化范围为0 ( 
r < oc 7 而 a 从0到勿；于是，在边界上必须有 
r ( iio ,0) = rf . Ro ) — 0， a (7 io ,0) 二 a ( i ? o ) = 0且当 
R — Ri 时 r — oo , a —^ tip * 关于及 的区间可以 
是无限的（这不是实质性的)， 方程 (24) 总是对的，％ 

但仅当 E^oy 时才等价于方程 (17), 0 

当厂― oo 时由此导出 f — h 结果这个区间收敛：& 

a 0= 学乂、 r 2 |^ = 五总乂常数 < oo . 图 117 

c ) 当 r = 0时必须有 r { R ) = r { R , 0) > a { R ), 其中只 > 佝.这个条件产生于这 
个要求：在初始时刻 r = 0 时所有的物质都是可观测到的（图 117). 



3. 轴对称解 


现在考察爱因斯坦方程的轴对称静态解 7 即所谓的《克尔解”，它刻画了《旋转 
黑洞”的引力场+ 
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定义 31.3. 流形 A / 4 上符号为 （+ —— ) 的度量％ & 称轴对称的和静态的，如 
果在某个局部坐标系中它不依赖于时间 t 和一个（类空的）角坐标0 4 ^ < 2 tt ; 
或者换种说法，如果交换群作为运动群作用在流形 M 4 上，其中轨 
道 R x 是类时的，而轨道 Oo } x ^ 则是类空的+ 

在空空间 （ T ^ - 0) 中方程 （1) 的克尔解在用 Uv ^ p 表示的驶标系中由下式定 
义 （c 二 1 ， G 二 1) h 


ds 2 = 


dt ^ — [ dr 2 + 2 a sin 2 Odrd^p + ( r 2 + a 2 ) sin 2 Od<f 


2 


p 2 dO 


2 


2 mr 


P 


2 


(dr a sin 2 Od<p + dt ) 2 } 


(29) 


其中 〆 = r ^^ co S 2 ^m = 常数（旋转体的质童 )， a = 常数，通常的笛卡儿坐标 
x , y , ze ^ 3 的形式为 


x — y / r 2 sin 0 cos (f — arctan -) 

y = Vr 2 ^ o ? sin 0 sin (^p — arctan 
z = r cofi 9 ^ 0 名汐孓 71% 0 彡 # 彡 


r 

a 

r 


(30) 


于是，水平曲面 r = 常数 t ~ 是沿 s 轴变扁的椭球面 + 另一方面，曲面沒= 
to 是单叶双曲面： 

P+ 沪 z 2 =1 

a 2 sin 2 Oq a 2 cos 2 Oo ’ 

特别，如同后面可看到的那样，坐标 r 可以是负的. 

我们记 


沒0 〆 = 


(31) 


A = r 2 — 2 mr + a 2 

/ff* 

dt * — dt — 2 爪 




= 却 + 


adr 

~A 



在新的坐标中，度量 （29) 的形式为（试证之!） 

ds 2 (dt*) 2 ^ dr 2 - p 2 d9 2 +(r 2 +a 2 ) sin 2 0(dip*) 2 - ^^(asin 2 $dtp* (33) 

群 C ? 的作用方式为 

r — r + 常数, + 常数. 

当 a == 0 时由公式 （33) 得到施瓦茨席尔德度童 (6),(7). 

习题 31.1, 证明：当 m = 0时度量 （33) 等价于闵可夫斯基度量. 
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对于度童 （33) 的非零项5 & 我们有 (c = l,G= 1) 


9' 




/ 2 + a2 + w gin ^ 


P 2 


ee 


7 


，一， v 


dsin 



「9 r7 

2 mr \ 


Z \ 

7 




imra 

p 2 A 


(34) 


如施瓦茨席尔徳解一样，地平线由条件矿「= 0定义，由（34)，这等价于4 = 0,即 


A = r 2 — 2 mr + a 2 = 0, 
r± = 77i 士 -\/ m 2 — a 2 . 


(35) 


这里有两种情形： 

1} a > m , 这时根 r 士 是 复根； 

2) a < m , 这时根 r ± 是正实根. 

我们先分析情形 1) (它称为快速旋转，因为童 ma , 在某种意义上，度童了物体的 
角动量\此时，对实的 r , A ^ 0 . 因而度量 （33) 总有意义.由于对所有的 r , g rr < 0, 
所以视界不存在.我们总有 〆 >0,当「= 0,«>8 2 0 =[)(广，任意） 时， 度童有奇 
点.在坐标 nz 中，竒点集由下列方程给出： 

x 2 + — a 2 , z = 0 , 任意. (36) 

因为从外部可观测到 奇点， 这种奇点称为“裸奇点”.方程 二 0给出 

t 2 — 2 mr + a 2 cos 2 6? = 0, r = m±v/n 2 — a 2 cos 2 B . 


这称为 ‘ 適历 球面' 在通历球面内部（即在 r 2 -2mr+a 2 co S M<0WA &) 函数 
斤 的梯度是类时的，在遍历球面外部它当然是类空的， 

在区域 

,^ ( o 。 2mm 2 sin 2 (9\ 、 

= - sin 2 $ f r 2 + a 2 + - ^ ——— J > 0 (37) 

中，坐标曲线 （r = 常数 j =常数 7 =常数）是类时闭曲线.当 cod = 0 (BP 

沒 =) 时，它就是曲线 r 2 = < ma , 

A 

现在考察情形 2) (a < m). 外部观测者的区域为 


( I } 


r > m + v m 2 — a 2 = r + ; 



我们注意在这个区域中 r 是类空的，我们还有区域 


(n) 

{r 是类时的), 

(皿） 


r_ < r < r+ 


_ oo < r < 


(39) 


(40) 
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( r 是类空的).如果从区域 I 中 r q ,则 g rr ^ oo . 因此外部观测者的时间 r 只 
在区域 I 中有意义.当 r 二 r ± (即在视界上)，坐标 r 是类光的. 

因为> 0,度量的所有奇点 (r ^ 0 , 6 ^ 任意）都位于区域 III 中. 在区 

域皿中 f 的变化轨线 （r = r 0 <0,0二常数 〆 ^常数）是类时闭曲线（试证之!) . 

由粘合形如1,1,111的区域来得到整个流形 M 4 的构造过程可以类似于克鲁斯卡 
尔流形那样完成（见 （11) 和图 115). 1) 对于 r — 处的区域 I 可以附加两个 II 型 
区域（像施瓦茨席尔德解那样，在 * — - oo 处 7 —个“白洞”而在 f — + oo 处，一个 
“黑洞”)； 2 )对于 I 型区域可以 附加： a ) 两个 JJI 型区域，在 r — r _ 处， b ) 两个 I 型 
区域,在 r — r ― 处; 3) 对于 m 型区域可以在 r 处附加两个 I 型区域,所述的 

粘如图118所示. 



图 m 

在每一个 I - 1[型（ V ；)和 n - m 型 ( w n ) 的四边形中的坐标（见图 us ) 类似于 
克鲁斯卡尔坐标（见图 115). 然而，完成这种粘合所需的分析是相当冗长的. 不过， 
它可以类似于球对称情形一样来做.我们注意到将转移到和将％转移到 
^ n + l 的变换 B 是运动（等距).因此我们可以构造“非单连逋的克尔解’’，如果对任 
意点 x € 令 

M 4 = M 4 /B. 

沿指向未来的类时曲线可能的转移 如下： 

区域 （ K , I )— 区域（呢⑷⑷2区域 ( KJ ), 

区域区域 dl ), 

区域 （ U )4 区域兰区域 （ K ， H ). 
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于是,在非连通流形 Tt ? 4 中存在始点和终点均在外部观测者的区域 I 中的类似 
闭路. 

注施瓦茨席尔德解和情形 2) 中的克尔解具有这样的 性质： 视界曲面上不存 
在 M 4 中度量的奇点.也就是说，在这些觯中不存在“裸奇点”，即不存在那种可以 
直接观测到的奇点.有定理证明了在爱因斯坦方程的具有这种性质的解的 
某些特定类中这种度量的唯 一性： 施瓦茨席尔德解是在坐标 x ， y ， z，t 中 =0,当 
r — oo 时是渐近平凡的且在 ( x , y , z ) 空间中有非奇异的视界曲面而在视界曲面外有 
定义的静态度量中的唯 一觯； 克尔度量则是# 0,在视界曲面外非奇异的静态度 
童中的唯一解.我们不在这里证明这些重要的唯一性定理. 


存在这样的假设，根据这个假设任何有限量的坍缩物质当 t — %时其周围的度 
量将渐近于施瓦茨席尔徳度量或克尔度量（在外部观测者区域中).此时己假定（在 
f 二 0时的）初始度量无奇性， 

4, 宇宙横型 

广义相对论 ( OTO ) 的另一类问题涉及演化模型的构造及其性质的研究.这些模 
型可能会对于整个宇宙的大范围度童的演化给出一些明确的解释.与之相应的具度 
童的 4 维流形 M 4 称为宇宙模型.由于不可能系统表述在这些情形下爱因斯坦 
方程通用的边界条件，我们将限于考察所谓的均勻的宇宙横型，其中假定在空间的 
一切点处（在给定的时刻）度量在某种意义上是相同的+这可以更精确地表达如下. 

定义 31.4. 具满足爱因斯坦方程⑴的度 量細的 4 维流形 M 4 称为均匀宇 
宙模型，如杲其上己给定一个（左作用于 M 4 上的）运动群 G 且 C ? 的轨道是 3 
维类空的. 

今后我们总选取周部坐标使得方向与群 G 的轨道相切（它们称为“空 
间方向”)，而“时间 77 坐标 W 的方向横截群的轨道.如果坐标 x ° = ct 与轨道正交 
且如 0 = 1，则这个坐标系称为同时 坐标氡 我们将基本上在同时坐标系中研究均匀 
模型.最一般的均匀模型应该具有3维的运动群 G (它们的李代数分类在卷§24 

p 

中己完成 

全体轨道组成一个1维流形妒 （“ 时间轴我们有自然的映射 

p :M 4 

它的纤维 p ^( t 0 ) 是群 G 的轨道.取定时间轴，例如取定一个同时坐标系，就在 
这个纤维丛中引进了联络.由于底是1 维的， 所以这个联络不存在曲率（见 
§24.2, §25.3). 设群 G 是3维的+在这种情形，不难取定流形 M 4 的度量表示：考察 
左不变向量场（不要将它们与群 G 的生成元混淆）其中為模截群 
G 的轨道，而与轨道相切，我们再加上一个要求：向量场的换位 
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子的形式为 （ q ，/? = 1,2,3): 

[ Xi ), X a ] = 0, [ X a , X ^] = (41) 

这里的是群 t ? 的李代数的结构常数，与时间无关.此外， （在 同时坐标系中）我 
们要求： Vo 正交于群的轨道且 ( X 0 l X 0 } = l . 在这种情形，可以选取坐标轴的方向沿 
着这些向量场的局部同时坐标系使得度量的分量为- 

9ab — 300 = li 9Qa — 0, Q ： = 1,2^3- (42) 

由于模型是均匀的，分量只依赖于时间其中时间曲线沿着向量场 JVo 走. 

具有流体动力学的能量-动量张量:^ = ( j ? + e ) u a u b — P g ab 的爱因斯坦方程就 
成为关于分量的一个二阶常微分方程组 7 只要我们在它们当中利用守恒律和 
以下关系消去 U ,€^ p ： 

V 0 7 ； a = 0, [ u , u ) = l,p ^ p 咏 (43) 

像以前 一样， 我们假定/>二其中0 S S 1 (特别有趣的情形是 P -0 和 p = #3, 
此时 rf = 0). 经过这些消元后我们得到 12 维的相空间 ( g ^( t ), g ^( t )) 中的一个动 
力系统.更精确地说，一个在这个相空间中由下列条件划分出的区域中的动力 系统： 

1) ^ a e < 0,对一切与轨道相切的3向重 （ （轨道的类空性)； 

2) ♦“) (能童的非负 性). 

我们将这个区域称为相空间 ( 9 ^ g ^) = IEt 12 中的“物理区域”并用字母 S 表 
示它.爱因斯坦方程将被看作为相空间的物理区域 S 中的动力系统.它的每一条积 
分轨道代表一个度童 ^(0 或者说一个具给定的 （3 维）运动群的均勻宇 宙模型 ，即 
流形 Ml 

在这些均勻模型中取出这样的度量 g a 0 ( t )， 它的真正运动群，即流形 M 4 的完全 
运动群5是更大 的群： GZ ) G . 考察具有和 t ? 相同轨道的最大运动群 G ^ G . 因为 
(李）群5作为运动群可递地作用在群 t ? 的每一条轨道 M 3 ( f ) 上，所以 M 3 ( t ) 可以 
表示为一个齐性空间 （见 §5,1); 


M s (t) ^ G/H, 

其中 好 是这条轨道上一点的迷向群. 3 维群 t? 与 打的交 Gn 好 显然是离散的.关 
于维数我们有 

dim G = 3 + dim H. 

注原则上下列情形是不可 能的： 具有维数 > 3 的群 <5的均匀模型 M 4 有 3 
维类空轨道 M 3 (*) T 但 6 却没有任何可递地作用在 M 3 ( t ) 上的 3 维子群 G 我们将 
不去研宄这种情形. 

在一般情形，包括所有的最有趣的例子及参数个数最多的情形，群5包含这样 
的 3 维可递子群 
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习醞 31.2+ 找出一个3维流形的所有不包含3维可递子群的运动群. 

如果维数 dimG > 3,则齐性空间 M 3 ⑴的度童由于齐性可由一个点处 
( t 给定)的标量积矩阵决定，因而不可能是任意的，保持这个点不动的群 H C 占的作 
用对矩阵 g &0 ( t ) 加上了限制，同样对矩阵 g a 0 ( t ) 也加上了限制.因为 g a 0 ^ p < 0 7 
群 H 是群 50(3) D H 的子群.因此可能有两种 情形： 

a ) H ^ SO (3) (完全迷 向)； 

b ) H ^ 50(2) (在一个平面中的轴迷向)， 

结果，群5的维数可以等于 6 (情形 a )) 或4 (情形 b )), 

5. 弗里徳曼横型 


具维数为6的群 g 的模型（完全迷向情形）称为各向同性的均匀模型（或弗里 
德曼模型).这个模型易于研究且在相对论宇宙学中具有重大的意义.天文学的观测 
表明在宇宙演化的现阶段，如果求平均是对充分大的尺度所做的，则物质的分布“在 
平均上”是各向同性和均匀的，这个尺度尽管大但与总星系相比却仍是微不足道的 
小，总星系是指当今可观测到的宇宙部分（其大小〜 10 28 cm ). 如果要说物质的分布 
是各向同性的，那么应该是对银河星团的尺度即10 25 〜 10 2 e cm 来做这个平均.（我 
们注意到在残留的背景辐射中尚未发现有各向异性，而在宇宙模化的极早期背景辐 
射的能量密度大于质量密度0 

总共存在3种具6维群5的各向同性和均勻的3维单连通流形 M 3 . 它们是 
球面 S 3 , 欧几里得空间 JR 3 和罗巴切夫斯基空间 i 3 (见卷 L §9, §10,那里考察了 2 
维的情形).这呰空间的度童可以描述为 （ f 参数): 

dx 2 + sin 2 ( 中)， 

dl 2 (t) = a 2 {t)dl^ = a 2 i. d X 2 + X 2 d ^ 2 (M 3 ), 心 

[ dx 2 + sb 2 x ^ 2 (L 3 )， 

dQ 2 = dO 2 + sin 2 沒如 2 ， 

其中 a 2 是尺度因子 T dO 2 是单位球面炉通常的度童.与此对应的 M 4 的度量在同 
时坐标系中可写为 



ds 2 = c ^ dt 2 — dl 2 ( t ) = ( dx 0 ) 2 — a 2 ( t ) dl ^ 

(45) 

我们引入一个新的时间坐 标仏令 



cdt = adrj . 

(40) 

于是我们有 

ds 2 — a 2 ( r })( dr } 2 — dl ^)^ 

(47) 

(由此，度童显然在 G 

.二 0 处有奇性 
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习题 31.3. 证明： 上述模型的度量是“共形平坦的”（即共形等价于闵可夫斯 
基度量). 

对于度量 (47). 爱因斯坦方程化为一个方程 

(48) 

进一步，由于非零的空间方向的速度将破坏完全迷向性，因此在完全迷向情形，物质 
速度^必须是平凡的， 

u = (1,0,0 5 0). 

因此邛=^由关系式 Ha 參 b , 在所有的三种情形 S 3 , TR 3 ， L 3 , 我们都有 

— 丄 — 3d In a. 

J> + C 


或 

31 na = - f 1+ 常数. (49) 

J p + £ 

如果知道物态方程 p{s), 则从 （ 48) 和 （ 49) 我们可得决定度量心 2 ,即函数 q ⑴ （或函 
数和 t ( V )) 的问题的完整解答.下面我们在 々二 0时分别对作出显 
式解，（对 p = 0 的情形我们有 e = pc 2 , 其中"是质量密度，量 M =即 3 是方程 （48) 
的一个积分0 

a ) 在球面炉的情形，按普通公式汁算和(见卷1， §30) 可得 


^(a + a ff ),Rl = ^(a f 2 -aa f/ ),a f 


da 

d/q 


这给出方程 


SttG 


(a /2 +a 2 ). 


注意到 sa 2 =常数（因为 p = 0,见（49))，这个方程的解为 


a = a 0 (l - cost/), t Rin 7 ?),ao = 常数 • 

c 

当小的时刻， S 卩当 o — o 时，对于质量密度我们得到 

"= •〜士 — 2 ( 5o ) 

(试证之 0. 在 d 处度量有奇性. 
b ) 在 L 3 的情形，类似地可得 
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我们注意到当7? — 0我们对于质童密度也有前面的渐近式 (50)： 

C) 在 R 3 的情形，我们有 (P = 0) 

I 

' ㈣ 3 =常数，“=常数一. (52) 


当7? — 0我们又有 

r 6宂 G 

在所考察的三种情形中，董 a (7?) 的图像（也可以作替换 t — - t , n ) 如图 
119所示+ 


注也可假定当 e — O (即小时刻时）应该用物态方程 
P =岭3替代 p = 0. 此时对这些情形也容易得到类似的公 
式，但是 （49) 的积分此时应为 a 4 =常数. 

在所有的三种情形中，从 （47) 易见光射线是沿曲线 
{^p = $ — 常数） 

X = ±7? + 常数 (53) 

传播的. 

由于度童是非静态的，光的频率 W 不是运动的积分，因 
为沿着光射线成立 wa =常数. 

习題 31.4, 考察形如心 2 = 〆 (/?)(初 2 -郝）的迷向度 
董中的麦克斯韦方程,其中 a (7?) 是任意函数.找出形如 

A(a?, ^ cdt = ad”, lj a ~ x 7 

的解，证明 wa = 常数. 

如果 WQ 是在光锥的瞬间时的频率，则在观 
测到的时刻7?我们有 


a=aJ\ _cns n 、 



c ) 


iJ = U/Q 


a(v - x) 

^( v ) 


(54) 图 us 


天文学的观测表明宇宙正在 0 胀： 直接观测到的量 



din a 

dt 


称为“哈勃常数” .量 H - 1 与时间有关，现在的估计 值为: 


(55) 


H - 1 〜 13_ 10 9 年土 25%_ 


(56) 
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由此导出从 a 二 0的时刻到1///取现在的值 （56) 的时刻 k 是一段有限的时间.我 
们可以得到关系式 


S s :t 


R 3 : t 


do 


( r ) — sin 巧) 


H 


g ( v ) 


H 


L 3 •• t = —(sh r } — rf ) 

c 


H 


f(v) 


1 sin 77(77 — sin p ) 
H (1 — cos ?;) 2 


(57) 


1 5h?7(sii 7 } — tf) 
H (ch r] - l ) 2 


因为 _ < f(V) < 1,0 < . 9 (/?) < I , 所以在所有情形中都可得到一个共同的 结论: 

在 p = 0 的弗里德曼各向同性模型中从 a = 0 的时刻到达现在的值 H 经历的时间 
^不超过 


习题 

31.5, 证明： 在采用物态方程 p = s /3 时对宇宙年龄的估计不会有实质性的 
改变. 

q pj-2 -J 

3 L 6. 证明的情形是沪的情 形是 ㈤ 的情形 

X7T0 1 oTTtjr 

是 L 3 (p = 0). 

6,各向异性真空模型 

自然会产生这样的问题：在研究各向同性的均勻宇宙模型时得出的最重要的结 
论在多大程度上对更一般的模型仍然有效.为此 H 的，人们考察了各种不同的作过 
扰动的各向同性模型，唯一的一类当今被人们充分透彻地研究过的“大大”扰动过 
的各向同性模型就是一般的均匀（但各向异性的）模型.其中最重要的问题是下列 
问题： 

(1) 此时在一般解中是否有奇性，抑或奇性只是各向同性模型特有的？ 

(2) 能否在某种意义上找到充分一般的初始条件保证度量在宇宙演化过程中“各 
向同性化”到当今观测到的各向同性状态？ 

关于奇性存在的理由容易证明下列 事实： 设没= dst ( g af 3 ( t ))( a , p ^ 1,2,3), 其中 
gab 是符号为 （+ —— ) 的度童，如二是 M 4 上的体积元+我们将使用同时 
坐标系，其中“空间”部分就是群的轨道而时同 （ 与轨道正交.由爱因斯坦方程及能 
童密度非负 （ T QG > 0) 条件容易推出存在点~使得 g ( t 0 ) = 0. 对某些均匀模型将在 
下面给出这个结论的推导.但是这并不意味着度置为的流形 M 4 存在奇性. 

我们现在考察新的时间坐标知，它不与轨道正交（但是横截轨道)，当釆用它为 



Sab = 9ba 


58 


设 5( n 笋 0, 可以选取，比方说光”坐标护使得 5 o 0 = 0. 严格说，我们有 
新的左不变向量场文 Q 也满足关系式 (41). 如果场戈的积分曲线是光测地线，则 
ffoo = 0, ( Jto ， Xo ) = ^oi = 7 = 常数. 如果当 Z = ( o 时 

911 ™ 512 ™ ?13 = 

则度量在轨道 M 3 ( t 0 ) 上的限制将是奇异的 + 在这种情形，如果再回到同时坐标 
系，就有 S = 0. 这种情形称为“虚奇性”.它也可能出现于轴对称扰动的各向同性模 
型中. 

不同于各向同性情形，各向异性的均勻模型有一些非平凡的“真空解' 即其中 
^ = 0的解.我们将介绍其中最简单的解. 

1) 卡斯纳解此时 G = R 3 , 具交换李代数（按卷1， §24.6 的分类属于 I 型).平 
行于对应的坐标轴“定向的”向童场互相交换，度量的形式为 （c = 1) 

3 

ds 2 = dt 2 -^2 t2ptI (^ O 2 , (59) 

a=l 

下面的两个条件等价于真空空间中的爱因斯坦 方程： 

3 3 

Rab = 0 W l 1 - 

a=l a —1 

习题 31.7, 证明： 卡斯纳度量 （59) 当仍= 0^ 2 = 0及仍=1时通过坐标变 
换可成为闵可夫斯基度量.于是，在这种情形中奇性* = 0是“虚奇性”.在闵可夫斯 
基空间中群 G = M 3 是如何作用的？ 

2} 陶布-米斯纳解此时 G = Sf /( 2 ) ( K 型).在同时坐标系中我们将假定矩 
阵 9 a ^{ t ) 是对角阵：分邮= 峰 设 gf = a , 0 = fe ， g | = c , 闻布-米斯纳解由下列 
条件 决定： 

a ) 轴向各向 同性， a^b (在这里完全群6是4维的并同构于 SU (2) x 6^0(2)); 

b ) ^ — 0* 

爱因斯坦方程= 0在这种情形是完全可积的（在同时坐标系中）解的形式为 

2 _ 2 _ qch (2 qT ^ S 1 ) 2 _ _ 2 q _ 竺—丄 ’ (m 

" 2 ch 2 (gr ^ S 2 ) } ' ch (2 gr + ^) 5 dt ~ abc ^ [ ° U) 
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其中是常数. 

类空轨道 M 3 ( t ) ^ SU {2) ^ 5 3 .由公式（ ㈤ ）明显可见，当 t — 0时轨道上沿一 
个方向的距离收缩到零.这意味着在同时坐标系中我们有一个收缩映射 


f ^ 0, p : 5 3 S 2 ^ A / 3 (0) ^ S 3 / S 1 ^ 577(2)/50(2)， 

纤维为这正是#上的霍普夫纤维化（见 §24.3). 于是，在 t == 0处可能出现奇 


异球面但是可以引进新的向童场满足条件 (41) y 光坐标为 X ( f , 在这个坐 


标系中在 t = 0处度量无奇性且形式为 


/ 0 ±1 0 0 \ 


士） 

土 

士） 

分 11 

0 

0 

Oab — 

0 

0 

〜 〔土） 

922 

0 


1 0 

0 

0 

1 



(61) 


这就是陶布-米斯纳度量（或陶布 -NUT 度童 (Newman, Unti 和 Tamburino)), 


习题 

31.8. 证明： 度量 （61) 和 （60) 在区域6 > 0中定义了同一个流形 M 4 . 

319-找出向量场尤 a + 到又、-的变换矩阵 A ( t ), g [ f } >0. 

31 10. 证明：在轨道 i = 0上，向量场 Xf 在 SU (2) ^ M 3 (0) 中的积分曲线是 
闭的类光曲线. 

井 证明： 从区域〖 > 0出发的旧（同时）坐标 f ) 曲线像在极限环上那样 

C 

卷绕在这些闭类光曲线上.它们在拓扑上是长度有限的无限曲线（显示出不定度量 
的“不完全性”). 

注我们注意到陶布-米斯纳度量 .5$ 这样的有趣 性质： 它们都是同一个由同 
时时间坐标⑴表达的陶布度量在区域 （> 0中的解祈延拓，但是在这个区域中将 
度置转换成的变量置换却不可能解析地延拓至整个流形上.更有甚者，度量 
5义和在整个流形 M 上一般不是（解析）等价的，因为这些度量在区域 i > 0中 
的等距是唯一的，而从向置炀 Xf 到戈^的变换矩阵 A ⑷在 t = 0处 （ f 是同时时 
间坐标）不是解祈的，于是，在虚奇点处的解析延拓不是唯一的， 

陶布-米斯纳度置的这个性质并不令人惊讶；作为一个简单的例子，我们考察 
坐标为 a r 的2维流形在区域 r > 0上的 度量： 

ds 2 — dr 2 — 1 — dx 2 , 

4 

这个度量容许变换群 d H x + H 我们假定坐标 T 是循 环的： T^,x + 27 T , 于是， 
此时 G = 60(2). 这个度量是同时的（即坐标系为同时坐标系）且仅当 r >0时有意 
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义.通过置换 


r = 2y/u^ y 丨 = lntt+ — 
r = 2y/uZ^ x — \nu^ + i ;_， 


我们得到两个延拓. 

在坐标系 (U 土， v ± ) 中我们有 


ds\ = =k2du±dv ^： — u± (dv^) 


矩阵§1^的形式为 



在考察2维度量心 i 时，我们可以假定坐标 q 是循环 
的，而 —oo < u ± < 00* 此时不难确信曲线 U ± = 0 是对 
于与群 G = ^0(2) 的轨道正交的同时时间曲线 :r =常数 
的极限环（图 120). 

在2维的情形，从式 p 到的变量置换存在且形 

式为 



U+ = 1 X_ , V + = V -. 

这个置换并不能推广到陶布-米斯纳解上. 


图120 


7. 更一般的横型 

己经知道存在一些更复杂的具“非零物质” e / 0的均匀模型，它们也具有“虚 
奇性”并且可延拓到群的轨道非类空的区域（此时解可能具有极复杂的性状)，其中 
最有趣的是群为 HVIE 和 K 型的均匀模型（见卷1，§24.6)，这些群的李代数由下 
列公式 确定： 


R 3 (I 型 ）： [ 义 „ ，义 0]=0 ; 

貼(V 型）： [X U X 2 ] = X 2 , [X 2 , X 3 ] = 0, [X^ y = -X 3 ; 

仍 (vn 型）： [U 3 ] = aX 2 + X 3} [X 2 , X 3 ! = 0, [X 3 , X } ]=X 2 - aX 3; 
如 (DC 型）： [Xi^ 2 ]=X 3t [X 2t X s ]^Xu [X^X^-X^- 


这些模型之所以使人们最感兴趣是因为它们之中作为特殊情形包括了弗里德曼 
各向同性横型并且使得关于宇宙膨胀时度量的“各向同性化”的说法有意义.这种类 
型中对特殊情形的各向同性化问题给出“朴素解”的最简单例子是赫克曼-许金度 
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ds 2 = dt 2 - ^2 c i^ 2pz + to) 4 ^ 3 ^ 2pi dx^ ( 62 ) 

i^i 

Ci > 0,pi + P 2 + P3 = pj + P 2 + Pi = 

当 （— 0,它渐近于(前面的）卡斯纳解，而当 t — Co 时渐近于弗里德曼解， 

对于弗里德曼各向同性 模型， 它们的运动群的李代数的形式为 

G ^ : [^ 7 ^] = [ y i5 [^ i? Yj ] = 0( S 3 的情 形)； 

G T - t ? MX ^ Xj ] = 0( R 3 的情 形)； 

G : 李代数同构于 ^(2, C ) 的情形). 

我们指出这些李代数中 I , V ， VII ， IX 型的3维子代数，它们可递地作用在妒， R 3 , 
L 3 上: 

I : [Yi, Yj] =0,ij = 1,2, 

V : 1 X ^ X 2} =. = o ^ x ^ x ,] = - x 3 ： 

vn : [Xi,X2] = 0.X2 + ^ 3 , 1X2^3] = 0 ； [^L 3 ?^1] ~ ^2 ~ 

K : [Xi.Xj] — = 1,2,3. 

因此，各向同性模型的弗里徳曼解是 I ， V , W 和 IX 型的均匀模型的特殊情形， 
而后面的这些模型就因此而在研究各向同性模型的均勻扰动中十分有用 + (在可取的 
结构常数集中 ， I 和 V 型是 VII 和 IX 型的“极限 

可以证明解带有虚奇性并不是 i , vn 和 k (或许还有 v ) 型的模型所共有的特 
性，并且虚竒性在小扰动下可以消失.存在一系列的渐近解（当 t — 卟其中最复杂 
的是不太久前发现的所谓“振动体制 '在 （20 世纪） fio 年代末，这个论题曾广泛展 
开过.我们在这里不去进入与“振动体制”以及与作为动力系统定性理论的爱因斯坦 
方程理论中产生的问题有关的最新问题. 

在整个 70 年代曾对均勻模型中宇宙的早期演化作过深入的研究,使用了动力系 
统的多维定性理论的现代方法.这些研究结束了先前的物理工作，首先用更初等的 
方法发现了复杂的宇宙向奇性收缩时度童演化的振动体制，给出了在早期演化中所 
有其他的体制的分类，并且使得有可能（在均勻宇宙模型框架内）淸楚地表达和解答 
下面的问题：如何精确地定义早期演化时（与膨胀过程相关的）度量的“典范初始状 
态”以及它们实际上究竟又是怎样的？ 

在 IX 型模型的情形（群 G = SU {2)\ 如果物质 “在平 均上”是不动的 ， w = 
(1,0, 0,0)，则空间的度量在所有的时刻在同时坐标系中可以假定为对角 型的： 


^ Qa ^ a 0* 
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如果 p = k £ t 0 ^ fc ^ 1,则经过时间置换£ — r , g k dr = dt , 其中 g =仍扣釣，爱因斯坦 
方程取哈密顿系统的形式（试证之哈密顿函数丑为 


H 


4(^1^253) 


^{ P 2{ piquP 2 q 2, P 3 q ^) + 


P 2 [x,y ， z) = 2(xy ^yz + zx) - (x 2 + y 2 + 之 2 ) 


其中取 


dt 


( ㈣ ) 


各不相同. 


注在 I 型的情形，系统也可以对角化，哈密顿函数形式为 

H = H l (p,q) = 4 ( gl ^)i-fe &( 触，触， P 池 ) 

再回到 IX 型的解，我们注意到 H 和£之向有这样的 关系： 


(64) 


^(? i ^ 3) 1+fc = A = H ( p , q ) ^ 0. 


(65) 


因此，相空间的“物理区域” ScK 6 ( p ， g ) 由条件 


q a > 0 , H { p , q ) > 0 


( 66 ) 


决定.不难验证我们的哈密顿系统 （64) 容许伸缩变 换群: 




dH 


(67) 


此外，对任意的值 kiO ^ k ^ l ), 由哈密顿方程如= — ,对体积元 q = yTd 

^Pa 

qiq ^ qa 敢立 


q = +巧分 2 十 P3g3 ) + 


( 68 ) 


d 2 


由此可以证明：如果 q(t 0 ) < 0,则对所有的 f > to,q{t)<0, 此外坯有 ^3^3) <0, 


习題 31*11. 假定 


^(« 1/3 ) = 跑 1/3 ;邱=邛 - 


(1，0,0,0)，证明: 


4 


因此，如果由收缩的一侧作为时间的定向，则我们必定会到达点 h ， 在那里 
g (* i ) — 0 (奇性或“虚奇性”).我们来研究相曲面 g2 三奶 （ 或？ 2 = 93>p2 — P3) 
上的轴各向同性的情形.我 们将时 间轴的定向改变成反方向，即指向膨胀的一侧，从 
面将研究 4 > 0 j > 0 的情形.利用伸缩群（67)，我们将爱因斯坦方程化为3维动力 
系统.如果取坐标 


Pigi 

P 292 + P 3 Q 3 


PlQl 
如292 ’ 


<A 


Q 2 W 


2 p 292 ? 


(69) 
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我们就得到动力系统 

— = u = - w 2 -\- 2?; 2 — 2 uv 2 -h ( 2 u — 1) 丑 2 ， 
w = w{u — 1 + 2 Hi — 2 v 2 ). 

(70) 

v = ^v^—k — (1 — k){u — l) 2 一 （1 — k)w 2 — 4kv 2 )， 

对它还要加上能量非负（见 (65)) 及度量无奇性（它是正定的） 条件： 

Hi ^ Q , ^ < 0. (71) 

在 “ 边界”上，其中^ = 0,在坐标系中我们得到一个坐标为的2维 
不变流形，在其上系统形如 

u — - w 2 ^ (2u — 1)H 2 ^ = 也 ( 奴 — 1 + 27? 2 )， (72) 

Jf 2 = ^^(1 -( u-lf ^ w 2 ). 

这个动力系统的向量场有下面的 奇点： 

步(鞍点）打=秦，切= 0, w = 0; 

C (鞍点 ） u = 2 , v : 二 0, v = 0; 

Y (焦点） u = = + ，— — ^~r \/(1 + 3^)(1 — k) y v = 0; 
r (结点 ） u = w = v = o . 

(72) 的轨线的性状图如图121所示. 

由于性质< 0,（在收缩时）一般的轨线趋向于 
曲面 w = 0 . 整个物理区域在坐标系 u , w y V 中形式为€ 
丑2>0，扣€0^€0.当趋近于边界1 ? =(3时，轨线的\ 

性状图近似于2维系统 （72) 的性状图（即在边界 v = 0 
上，见图 121). 从物理区域的内部趋近于必'： T 型竒 
点的轨线的那些分界线（“手臂”）给出爱因斯坦方程的 
解，这种解当 t — 0时渐近于度量 

(^) 



(在 qi = q 2 = qz 的特殊情形，我们得到弗里德曼 解); 

(T) qi ~ cit 2 .q 2 〜奶〜 e 2 
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(在必=奶的特殊情形，我们得到陶布 解)； 

(iV) qi 〜^ C2t 2(I +^ ，必〜 C3 fa(i+t> 

于是，存在许多 r 型的渐近解，它们在更弱的意义上给出虚奇性，即度童 
可以只是连续的延拓 I ：无二阶导数). 能置密度有 （ T 型）的 “弱”奇性 e 〜 

(咖1咖3) 1 #二常数) ■ 

注如果没有轴各向同性的假定，则在 IX 型模型中: T 型解不再是“典范的”. 
最后，我们简短地考察一下比较简单的对应于 I 型和 V 型李代数的均勻模型. 
如前一样，假定物质（在平均上）是不动的 （J = 1,， =0 ,a = 1，2,3)，贝! | (在适当的 
同时坐标系中）我们得到度量形式为 

Qa0 = ^OO E 1. 

无轴各向同性假定的爱因斯坦方程在这两种情形下化为相平面上的2维动力系统. 

I 型.我们引入坐标 


u = Plgl ^ = 糊2 一 P 393 

P 2^2 + P3Q3 ' P 292 + P 3?3 1 

在这个坐标系中，爱因斯坦方程取下面的常微分方程的形式（时间指向收缩的一 侧): 

/ 

^ 二（ 2 以 一 1)^2, ~= 2vH 2 , H 2 = i^(l ^(u-l) 2 -v% 

dr ar 4 

dr ql 

——= — ― 1 ♦ 

dt (piqi -f ^ 2^2 )(91^293) 


所给系统的奇点是 



r^PiQi - P 2 Q 2 r = 

V\<h -f P2Q2 5 Pi31 + P232 * 图 122 


于是，爱因斯坦方程等价于系统 

孕 = v(H 2 4- 4r 3 ) 1 字 = r(— 1 + 界 2 + 4r 2 )j H 2 — -(3 — v 2 — 12r 2 )， 

dr dr 4 

dr pigi f P2g2 

dt ~ 2qiq 2 q3 ' 
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有下面的奇点: 


: r — Q.v 士 v ^， 
^0 : r = v 0^ 


^1 




积分轨道如图123所示. 




图 123 


有关均匀宇宙模型理论的这些结果以及别的结果的详细描述，读者在书间中 
可找到，也可参见[叫书间，间, [7] 中包含了关于相对论宇宙学的各种重要的物理方 
面的论述. 

上面所做的 JX 型的轴各向同性模型对演化早期状态的系统定性研究在方法论 
上是重要的.它表明对应于 （ T 型奇点邻域中）收缩过程的“典范状态”与对应于 （iV 
型奇点邻域中）膨胀过程的 “典范 状态”是不同的.这立即可从图121中看出，其中 
箭头指向收缩过程.严格地说，（收缩过程中的）术语“典范状态”的意义如下.如 
果我们随机地选取初始条件并在收缩方向上解爱因斯坦方程，则充分接近奇点时我 
们将以概率1进入这个模型中的 T 型相邻域，对于膨胀过程，典范状态的精确定义 
更为复杂.在这个情形.利用上面构造的坐标为 v , it ; 的3维流形比较合适，其中 
会出现“极早期” 状态； 它对应于由 v 二 0, R 2 ^ 0定义的一部分平面，因为当空间 
的体积收缩于零时 — 0. 考虑到这个极早期状态的集（严格说，它不在相空间的 
^ > 0,也 > 0的物理区域中)，我们就有一种自然的方法来定义关于膨胀过程（不是 
收缩过程!）宇宙演化早期度董的典范状态这个概念.在离边界某个短距离 e > 0处 
(1^1 = 0 随机地给定初始条件，然后，在膨胀方向上解爱因斯坦方程，我们将观察度 
置分董的变化；在经过一段短暂的时间 （0( e ) 后，度童的分童变成集中于相空间的某 
个更狭窄的区域中，即集中于一种体制的邻域中，这里当^ — 0时 t Q { E ) ^ 0 . (在对 
M 二 S 上的初始值分布自然的假定之下）以这种方式引入的这个体制称为所给宇宙 
模型中对应于宇宙膨胀过程的“典范状态”.如图121所示,将箭头反向后，在 IX 型 
轴各向同性模型中膨胀过程的典范状态出现在 iV 型奇点的附近，而相比之下，收缩 
过程的典范状态则出现在 r 型竒点的附近. 

对完全各向异性宇宙模型的分析需要更复杂的动力系统.在书 [8] 中讨论了这 
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种分析的有关结果.在所有的充分复杂的均匀宇宙模型中，收缩过程中的典范状态 
以概率1是一个贝林斯基-里夫西克-哈莱尼可夫 ( BLH ) 振动体制（也见书 [5] 末 
尾)，在定性理论中与它对应的是爱因斯坦方程的一种非常有趣的奇怪吸引子，它位 
于（选取适当的坐标后）相空间的物理区域的边界上，并且随着体积减少（即趋近奇 
点）所有的轨道收敛于它. 

特别，我们注意到在无宇宙常数的 OTO 中，收缩过程不可能始终是各向同性的， 
这种涨落不可避免地导致 BLH 型振动体制，其代价就是总有解析延拓不可逾越的 
复杂的竒性存在.特别可由此推出不可能观测到宇宙生命的“过去的”状态 T 在那里 
收缩发生于膨胀之前， 

如所见，膨胀过程有着完全不同的更为规则的典范演化早期状态；它们的定义 
类似于 K 型轴各向同性模型（见前)，但更为复杂.这些状态都只渐近于幂，它们包 
括拟各向同性0型， JV 型， T 型及某些别的型，在某些情形，这些幂渐近具有转移 
的特性，在演化早期中不断彼此 替代. 它们对均匀模型的依赖性相当弱.可以断言， 
在相当早期可以以大概率建立一个拟各向同性步型的体制,其中膨胀率 “ 几乎”，即 
渐近的主项，是各向同性的，里然度置的分置可能不是各向同性的*还可能从经典的 
OTO 中推出一个真实的精确的各向同性化的宇宙（即在早期就以推近于1的概率 
趋向于弗里德曼模型)，这是均勻宇宙模型理论的一个当代结果. 

IX 型和 VI 型模型的一般研究需要轴各向同性体制，这种体制在膨胀的早期阶 
段已经在某种弱的意义上“各向异性化”（见 [8]). 

§32.杨-米尔斯方程的某些整体解的例子.手征场 

1. 总的 评注. 单极型解 

我们回顾一下，取值于群 G 的李代数的杨-米尔斯场 A a (x) 就是结构群为 G 
的纤维丛中推写联络的局部形式.在这里 r 是主丛 p : B — M 的底上区域17中的 
局部坐标，在?7上给定了直积分解（见 §24) 


p-^U) = U xG, 

我们将进一步假定群 G = SU (2), 底 f / 二二 M ， 其中 n = 3 乂 此外，联络当 
| x | — oo 时是“平凡的”，这意味着当 ㈣ — oo 时， 

九 ㈤ 《 - 1 M ， ⑴ 

其中5⑷是取值于 G 的函数.除了场4⑷外，我们也将考察取值于向童空间 V 
的场 州， 空间 F 上已给定群 G 的线性表示.为简单计，将假定 V 就是群 G 的李 
代数，从而李代数按公式 


A ad A ) ^ [A, ^ 


§32 .桷-米尔斯方程的某些轚体解的例子.手征场 
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在其上作用（伴随表示).在无联络时拉格朗日场应取形式 

1⑽= - u ( W 2 )， ⑺ 

其中空间 v 的标量积由基灵形式定义（见 §3.1), 标量积 { d 也 d 奶甶 v 上的基灵形 
式和底 M 上的度量 g ab ( x ) —起定义， 

我们对函数 u 作假定：^>0且它的图形如图124所示. 




(球面(一点) 
a) b) 

图 m 


当存在联络时，应该作置换 

~ > 3n, 一 (3?) 匕▽(!»， 



并引入场少和4的完全拉格朗日函数（见卷1,§42) 


L (也 A ) ，去〈▽也▽岭卜 u (0>\ 2 ) 4- (4) 


其中 


F a b = 


dA b 

dx a 


9 Aa 

dx b 


+ [A a , - 


在转向建立整体问题时,应该假定场 i >{ x ) 是某个纤维为 K 且结构群为 G 的向 
量从的一个截面+至于这个向量丛的底，如果不是 ST 中的区域，则我们在后面会单 
独说明. 


我们有兴趣的是 n 二3和 T 7 = 4的情形. 

先考察 rz = 3的情形.设 G = SU {2)^( x ) 是有3个实分量的向量场，李代数中 
的运算是向量积 7 底是欧几里得空间我们考察量 


SW ， A }= J V ^) - a (|^| 2 ) + ^ Tr { F ab F ab )} (5) 

H 2 


的临界值问题. 

定义 32 丄方程 ^-0 的 真空解 是满足下列条件的场 {^ A )： 

b ) ^(|0| 2 )=极小，常数=咖； 

c) 〈 ▽ 矽 , V^}) = 0 . 
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条件 a ) 意指联络 A a { x ) 是平凡的，因而（见卷1习题 41.3) 对一切$和某个 
成立 

A a = a —1,2, 3. (6) 

条件 b ) jc ) 一 起隐含 g ab {\ A a { x )^],[ A b { x )^]) ^ 0, 而由于底 R 3 的纤维 V " = K 3 的 
度童是欧几里得度童，由此导出 


[人⑷，妒卜 0 . 

因此 T 场 A 0 (^) 在李代数中是平行于轴0 =咖的，且是一个数童函数的梯度: 
人(^) = <^ a { x )^, a a { x ) = (后一个等式来自于 （6)). 如果对 A 添加 一 个梯 

CfX 

度加项，我们可使场丄变为零. 

在“退化的”真空情形（图124 a )) 7 真空解集与向量 ^0 £ v ^ K 3 的集存在双 
方 一一 的对应，这里咖组成球而5 2 : 


W 2 = l , ⑺ 

在建立泛函 （5) 的变分问题 W -0 中容许的场 （4 釣类由下列要求确定：当 
\ x \ — ^ oo 时场 （ A 分）应该趋向于“真空解”：,4 = 0, ^3 = ^ 0 - 此时向童咖不必是 
唯一的而是所有的使 X — ^ OO 的方向.如果咖仅依赖于 x = \ x \ ■ 71 的单位方向 
M 几 )，则我们有映射 

咖：炉 — 5 s , (8) 

它将方向 n ^ S 2 等同于“真空”流形 U {|^ o | 2 )- 极小中的点 Mn )， 映射咖定义了 
场 （ AV 0 在无穷远处的“边界条件' 映射 U 2 — S 2 的度（见 §13) 为我们给出 
了 R 3 中的变分问题的一个整数拓扑不变貴. 

拉格朗日函数 （5) 关于下而的规范变换是不 变的： 

4 a (o：) — g(x)A a (x)g- l (x) - 备 g-'x 、， ^ 

々一 ⑽’ 1 = %(休 

其中取值于 G 的函数 g ( x ) 是定义在整个] R 3 上的且当 M — oo 时& = ㈣ . n ) 有 
极限： 

g{x) goo{n) ： -> G. (10) 

(我们注意，由于对所有的李群 G 成立 tt 2 { G ) = 0 ( 见 §25.5) 是零同伦的 .） 利用 

这种任意性,可以改变映射咖：沪—炉，用来定义无穷远处的边界条件. 

引理 32.1. 如果映射 J 2 — S 3 和 : S 2 ^ S 2 是同伦的（且仅在这种 
情形)，则可以找到这样的映射知：沪 — G ， 它是零同伦的（或者说，可延拓至 
整个 R 3 上、使得 

^)(n) = ⑻ = doo(n)^ l) (n)g^ l {n) t 


( 11 ) 
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其中^是单位向量（也即炉中的点)- 

证明对任意 p G 由 a h gag~ l (这里 gag - 1 是普通的矩阵积）定义的群 G 
在李代数上的作用诱导了群 t ? = SU (2) 在单位向量组成的球面 S 2 C R 3 上 
的可递作用： n h pn . 

我们考察纤维丛 n : G x S 2 ^ S 2 X S 2 , 其中映射 7 T 由公式 7 r { g , n ) —(没叫…给 
出.我们按下列方式定义映射％ 7 h : 炉—炉 x 

^ o (^) = ^ i (^) = - 

由同伦 ~ 可推出映射％ 和仏 是同伦的.连接这两个映射的同伦 ^ t ( n ) = 
(^( rO .^ H ) (其中咖是和 之间的同伦）可以由纤维丛空同 t ? x P 中 

的同伦屯覆叠，其中（作为定义）我们置映射 A ; 妒 —G x 炉形如 

备 0( 竹 )= (1,^(^)), 73-^0 = \P 0 . 

于是，映射^ G x S 2 有下列形式：适 i ( Ti ) = (5 oc ⑻，妙 ro ))， 其中 f / oo ( n ) 就 
是所要找的映射 Q ‘ s 2 、 G ， 从构造过程显然可见同伦于像集为群的单位元 
的常值映射.引理得钲， □ 

由于引理 32.1, 映射咖 ' s 2 — S 2 可以用任何与它同伦的映射替代.于是,边界 
条件由同伦类 

夂二 [办 ] G 7 T 2( S 2 ) = Z 

决定 + 

例 32.1. 当& = 0时通过规范变换可以使咖=常值 OI 4 h 可以假定 

在这个情形，就产生理论中所谓的“对称破缺”（只剩下由向童（ 1 , 0 , 0 )和 ( 04 , 0 ) 
在平面中生成的旋转群 SO ( 2 ) cG —— “小真空群”).为进一步展开真空状态的扰 
动理讼，可以作置换0 = A 九 ㈤ =^ { A a )\{ B 2 ) a ^ ( A )' 我 
们得到新的拉格朗日函数 

L ( f a , B \ B 2 ^)^ L (^ A ), 

如果位势函数？ i ( f ) = u {\^\ 2 ) 形如图 l 24 a ) 所示，且 w ^ e ( l ) m 2 > 0 ? 则我们 
得到（假定石 1 = 一 = 0并将 u 关于（在点咖= (0,0,1) 展开成级数——见下面 
的习题） 

I - 2 m 2 (^) 2 + \ B ^)- 

a 

|(|rot B 1 ] 2 + |rot B 2 \ 2 -h |rot f\ 2 ) + … ， 
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其中剩下的项由/,^^=(0,0^ 3 )的 3 阶及 3 阶以上的项组成- 
习® 32.1. 证明： 规范变换可以做到 妒二驴二 Q . 

例 32.2. 当 fc = 1时，对于映射 如： S 2 — S 2 可以假定 Mn ) = n - 这个映射 
是“球对称的' 物理学家们找到泛函 （5) 的杨-米尔斯方程 M = 0的一个有趣的 
球对称解： 


A 


当 


f ( r ) e azj x j , 

片）— 


T 


I 工 I ， 


⑺— Uco ， a(r) - 


1 


gr 


2 


当 r — 0 u ( r )— > 常数 . a ( r )— 常数. 


( 12 ) 


因为在无穷远处的边界映射 

如： S 2 — S 2 、 吵 o ( n ) = n € R 3 = ( 也 1 ，0 2 ,妒 3 ) 

的度等于1，所以它的在 R 3 = ( x \ x 2 , x 3 ) 上光滑延拓成的场 ㈣ 必定有使得^ = 0 
的点，因此，如果存在光滑解则其中的 # r ) 必定有点抑使得在 R 3 
上 i ；( xo ) = 0 (设此点是唯一的). 

在偶 i ^ A a ) 与在空空间中分# 0的各处（即除去点邱外）满足麦克斯韦方程 
的标童场 h ( x ) 之间存在一个有趣的 对应： 

对应 （13) 对于偶 (^ A ) 伴随一个 K 域 M 3 \{ a ： o }(^( x 0 } - 0) 上的纤维丛，这个纤 
维丛的结构群为 50(2) ^ 5 1 ,因而杨-米尔斯方程的解就转而产生对于定常磁场 

H = ( H ab ) ，為一造 的麦克斯韦方程的解，由这个对应的形式及（ I 2 )导 出：场 

( H ^) = rot / 关于大半径球面的积分等于 4 tt . 因此，由杨-米尔斯方程的非奇异解可 
得到所谓的“磁单极”. 

2. 对偶 性方程 

我们现在转向 u -4 的情形.一般来说,研究在物理学中产生的拉格朗日函数 
需 要在闵可夫斯基空间中关于场 A ^ x ) 和 < 的杨-米尔斯型= 0) 的解 
(这里 < 可能是张量场或施童 场).然而，在无外加场#时的“纯”杨-米尔斯方 
程已经是非线性的且与麦克斯韦方程相比要复杂 得多. 对于空间 K 彳而言，还不知 
道这个方程的任何非平凡的实解.在物理文献中出现过几个在欧几里得空间 R 4 中 
的解， 有人认 为它们也可般在物理中是有用的.除此之外，这些解从纯数学的观点 
来看也是非常有趣的并有深刻的几何意义.我们在后面将描述其中若干个解.下面 
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我们将在欧几里得坐标为的欧几里得空间 R 4 中考察杨-米尔斯泛函 

S 二 fTr (F ah F ab )d 4 x. 当 | x | 4 oc 时要求 


F a b 




(14) 


实际上 7 我们将要求当 R 4 作为#中关于北极的补嵌入到#中时，联络 A a ( x ) 可 
以光滑地延拓至 北极； 于是， R 4 上的具这个联络的纤维从就成为底空间沪上的一 
个纤维丛在区域 R 4 C 沪上的限制+具结构群 G = 5*7(2) 的纤维丛的拓扑不变量由 
下列映射的度 给出： 


9oo - s 3 SU(2) = G，deg poc = m ， 


(15) 


其中当 |： r | — oo(x = | x | * n) 时成立 


Oof x') 

A a (x) ^ -- g(x) ffoo(n). 

与 n = 3 的情形不同，由于 tt 3 ( G ) = Z , 存在许多不同伦的映射 i / oo , 在 §25 中也讨 
论过用 “示 性类”表达的映射度别的记号： 


m{F} = TtJ = TtJ ^ Fab (*Fr b d 4 x, 


(16) 


或用外形式记成 


m{F}= — / Tv(F A *F) 


(17) 


是 F = F^dx 。 八 dx b 的 “对偶形式 ”， = -e abcd F nb dx c A dx d ). 因为对于任何 
非零矩阵 X e SU [2 ) 我们有 Tr ( X 2 ) < 0, 所以在欧几里得度量中，量 


Tr{F ab - (^FU]{F ab - (^Fr b ]d 4 x 


(18) 


是非正的，： 

设成立方程 


= (^F)ab； 


这个等式等价于等式 r 二0, 进一步, 


\ J Tr(F ab F ab )d A x + -/ Tr(^FU^Fr b )d 4 x 

K 4 K 4 

jTt(F ab {*F) ab )d 4 x = S{F}^ 47r 2 i7z{F> ^0. 


X 4 


(19) 


因为 m{F} 是示 性类， 因而有零变分导数（见卷1，§42或§25,4, §25.5), 我们得到: 
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1 ) 方程 6 T 1 = 0和55 = 0是等价的； 

2 ) 此外，因为 r < 0,所以对于杨-米尔斯场，成立方程= {^ F ) ab 等价于在 
所有满足 m { F ] = m 的类 F 中泛函 S { F } 取到绝对极大值，且这个极大值等于 m . 

于是，如果我们对每一个数 m 能找到方程= {^ F ) ab 的一个解，则我们就同 
样地严格证明了在给定的边界条件下泛函 S { F } = TrjF ab F - b d 4 x 的极大值（可以 

取到并）由方程 （1 Q ) 的解 给出. R 

习題 32,2. 证明：方程 （19) 的解也满足杨，米尔斯方程+ 

对 m = 0,我们有“平凡解” = 0. 

对 m = 1，我们将寻找形式如下的“球对称解” （G = 5/7(2)) : 


米尔斯方程+ 


5 f 7 ⑵）： 


= \(^ ± ^ ikiA k J ) AA ^ e *90(4)) 


( 20 ) 


我们得到这样的解（“瞬子”): 


fi r ) 


f ^)(x^1 - x j Si), r = 
= ' C -常数， 


r 2 + A 2 


( 21 ) 


习题 32.3. 证明：对每个 a = 1,2, 3,4, 4向量 AJx ) 
参数决定（这是自然的，因为群 G = SU {2 ) 的维数 等于扑 
对任意的 m > 1,下列形式的解是己知的： 


( A ^( x )) 由不超过3个 


A a 




( 22 ) 


其中 






Al 2 , 




(x — Xj)° x I + i(x — Xj) k atc 

X — Xj 


在这个公式中 a ⑼ =1,2,3) 是泡利矩阵（见卷 1, §14). 在这里 巧是 m 个给定的 
点， Aj 是 rrt 个常数是单位矩阵.虽然还没有得到形式满意的通解（应该依賴于 
8 m -3 个参数 ) T 但是却存在几个深刻的结果 - 

我们注意到杨-米尔斯泛函的拉格朗日函数（完全与普通的麦克斯韦方程一样; 
jam 1, §42) 是共形不变的.因此可以从 R 4 转移到球面上的度量是共形欧几 
里得度童（球面 P 的共形变换群同构于 0(5,1), 见卷1， §15). 于是，可以将“对偶 
方程” （19) 的解视 为在# 上结构群为 5*7(2) 的主丛上定义的联络. 

存在自然的纤维丛 

p : CP 3 S 4 t 

其纤维为 S 2 (见 §24), 我们回想一下它的构造.群 SU {2) 按照在每个直加项 C 2 上 
通常的作用方式作用在 C 4 = ( C 2 ® C 2 上： 


( z 1 ,^ 2 ,^ 1 ^ 2 ) ^ SU (2). 


根据定义 
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CP ^ = ( C 4 \{0})/(50(2) X R +)， 

其中右边部分代表群 SU (2) 限制于子群 som (以及群通常的作用）的轨道空 
间.类似地 


S 4 = (C 4 \{0})/(SU(2) x 

因为 50(2) C SU (2), 于是就产生纤维丛 p : CP 3 ^ S \ 纤维 p -^ x ) = CP 1 c C 尸 3 
作为射影直线位于 CP 3 中 .“对 偶方程” （19) 的解是沪上某个纤维为 C 2 且结构 
群 G = SU (2) 的纤维从上的联络.考察 C 户上的纤维从 p ^ v ), 其上的联络 
为” 上的联络的提升（它在纤维 p - l ( x ) 上是平凡的).复流形上（这里是 CP 上) 
的具联络的任何复（不必是全纯）纤维丛上存在“拟复结构这意味着在纤维丛 
PU , V ) 的从空间五中联络以自然方式决定了 “水平”方向并从而决定了作用在五 
上的函数上的“共变导数”算子.设 t / 是纤维丛 〆 (7?) 的底 CP 3 中的〜个区;域， 

复坐标为+ ix a+3 , 并有微分算子局部上我们有 

- C 2 xt / 1 其中 g : 芯 — CP 3 是纤维丛，⑻的射影中的坐 
标以表示.我们给出“拟复结构”的一组算子 


其中 


d d D D D 


D 


d 


Dz 


dz a 


+ A 


d 


d 


dx 


r)x a ^ 3 


+ A a — iAo+3, 


(23) 


可积性条件意味着 （23) 中所有的算子可交換 + 在这种情形，纤维丛空间五就有 
复流形结构，局部复坐标为抓而 CF :< 上的纤维丛 p *( v ) 本身此时是全纯丛. 

习题 32.4. 证明：# 上纤维丛 v 的联络满足对偶方程 （19) 的条件等价于 （23) 
中作用于定义于 CP 3 上纤维丛的丛空间 E 上的函数的算了可交换. 

于是，寻找对偶方程解的问题就化为 CW 上全纯丛的分类问题，其中可以成功 
地应用代数几何的方法. 


3. 手征场，狄利克雷积分 

在物理中感兴趣的并且提供拓扑现象的非线性场中有一种称为手征场.最一般 
的（局部的）手征场是一个空间上取值于某个非欧儿里得流形 M 的函数 
整体上 f 这种手征场是某个纤维为 M 的纤维丛的一个截面. 

实际上人们感兴趣的手征场是 M 为一个李群 G 的齐性空间的情形（见 §5.1), 


M = G/H. 


如果 if = {1}, 即如果 M 本身是一个李群，这种手征场称为主手征场，我们将 
假定群 G 是紧群且其上已赋予一个双不变度量，另一种重要的手征场是这种情形: 
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M = G / H 是一个紧群 G 的对称空间，迷向子群为 H c G (见 §6). 这种类型中最简 
单例子是 

M = = S0{q + l )/$ 0 { q ), 

我们将球面表示为全体单位向量 n G 的集合，在这种情形，就有所谓的 “ n 场” 

n ( x ). 

手征场与拉格朗日函数有关,其中最重要的是下面的情形： 

a ) 主手征场 〆 均 e G 的情形，我们置 A a ( x )^ (这是李代数中元)， 


5" = ^ ^ y"d(;c ), 八 dz 2 A<J ： r 3 A ， … Adx' (24) 

° s fc 

其中标量积由群 G 的李代数上的基灵形式给出. 

对于 G = ^0(2), % A a 是标量函数 ip ( x ) 的梯度形式： 

9 ( x ) = exi ){ iip ( x )}, Aa { x ) = (25) 

方程 = o 成为拉普拉斯方程. 

对于 G = SC /(2) r 这个方程就不是那么简单了.设 A a ( x ) = X . AU ^), 其中墘 
是标童函数, X l ? X 2 , X 3 是李代数的基， [ X U X 2 ] - ^[ X 2 J X 3 ] = X lj [ X ^ X 1 ]= X 2 . 
由于联络的平凡性,我们有零曲率 




dAt 

dx a 


dA a 

dx b 


+ [AayAb] — 0 . 


方程 = 0,除 （26) 外，归结为下列关 系式: 


dAa 

dx a 





(证明1当群 G 是任意维数的非交换紧群时，存在一个标准的双不变3形式亿它 
在点 S = 1处借助换位子 [,] 和基灵形式如下定义在李代 数上： 

n { X , Y , Z )^{[ X , Y ], Z ) (28) 


(混合积).在这里是李代数中元，李代数可视为群 G 在点 g = 1处的切空间 
(见§3)，形式13是闭形式（这容易直接 验证; 或从它的双不变性推出）且总不会是零 
上同调的> 即/? 〆 dQ l . 对于 G =別 7(2) 的情形 ，卩是 SU { 2 ) 上的体拐元，并可取 i ? 
满足 j Q = \^ 

对于 R 3 上的这样的手征场 g { x )\ 当 |; c | — oo 时 g ( x ) — ^ 使得 g (^) 可光滑 

延拓 M 上，则我们有拓扑不变量 


\jff] ^ 冗 3⑹- 
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(对于 G = SU{2), 这个不变量就是映射 g ： S 3 ^ SU{2) = 的度.由定理 14.1 及 
正规性 J = I 可算出 deg 0 = J g * ■) 

我们回想一下，狄利克雷泛^的形式为 


S{g } 二 \J (A^ A)d^ 


(29) 


其中 

方程^5 = 0 如下： 

也即 



dx a 


dA b 

dx a 


dAg 

dx h 


+ I 乂 a , 乂? = 0 * 


(30) 


然而，对于狄利克雷泛函 （29) 并没有任何“拓扑的”准则，像在] R 2 的情形那样（见下 
面)，来保证对给定的 W 达到绝对极小值,考察“调正过的”手征拉格朗日泛函（“斯 
基尔姆”模型） 

〜 {分⑻} — / 〈 A , 十 ct 2 〈| yl ， 斗[人 （31) 


其中 O 是非零实常数，[乂 MU = [，4 a7 ^] 是取值于李代数的2次形式（反称张量), 
对于 G 二 SU(2), 怎样寻求泛函 6^ 在给定拓扑不变量 d = deg [g(x) : (R 3 \Joo)^G] 
中的极小值？我们来考察新的泛函 


^ f T = ^ aE abc [A b ,A c ])d 3 x 

a E 3 


或 

S ^ + Y , J ^{ A ,^ c [ A f A c ]) d 3 x = 6^ + 常数 xd ^ O , (32) 

a K 3 

如果极小值在 （32) 等于零时达到，则我们必须有 

A a 4 - ae abc { A b , A c ] = 0. 

我们得到关于函数 g ( x ) 的方程组： 


乂1 = — [乂 乂 3]， 

A -2 — + a [ A !, A 3 ], (33) 

乂 3 == —Oi[A \ , -^ 2 ]) 
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由此导出 A ^{ x ) = 0,因为4 = arot A . 

结论 对于调正过的手征拉格朗日泛函，极小值（如果它对给定的 d 达到）必定 
大于由 （32) 给出的下羿.与 R 4 中的杨-米尔斯场和 ㈣ 中的 n 场（见下面）不 
同，所找到的极小值不可能使下界变成精确的等号. 

调正过的手征拉格朗日泛函 （31) 不是共形不变的，因此在妒中和在中对 
它的研究将给出不同的结果.例如，对于恒等映射 5 : 5 3 - 5^ SU { 2 ) 给出满 
足方程组卩 3) 的极小值.试验证这个事实. 

b ) 在 n 场 n { x ) R # 1 的情形，我们有最简单的拉格朗日泛函（“狄利克 

雷积分”） 

肿)卜: E / 〈： 芸〉… ， ㈣ 

O TT-fc Li 


其中 < ,〉是 R ^ 1 中的欧几里得标量积.对 n 场的边界 条件： 当 ㈨ — 00时 
it {^) - n 0 应取得可以将场 n { x ) 光滑延拓至= R fc \ J { oo } 上； 对于 fc = <?的情形, 
我们得到场的拓扑不变童，即映射 P — 於的 度为： 


d = deg n = j n * ( Q ) 

bT 


(见 gi 3), 其中 n{j n = i ) 是炉的体积元， T 

狄们考察 g _ S 1 — 2 的情形并来求解寻找作用量 S 在给定的度 d 中的绝对极小 
值问题 f 如果 W (a = 1,2) 是球面炉上的局部坐标， M (a = 1,2) 是平面 R 2 上的 
坐标，则 





ab - du a dvP ,1,2 
g g ^ d ^ d^ dx Adx ^ 


㈣ 


VhO 


其中产 = W 是舻上的矩阵，^ ^ 是球面炉在坐标系 中的度童，面映射 

n ( x ) 由下式给出： 

n ( x ) = W)) T « — 1,2. 


注公式 （ 35) 定义了任意映射 n : M — N 的 “狄 利克雷 积分” S{n}, 其中 （？) 
是 M 中的局部坐标，如是 M 的度貴， （ w ， 是 JV 中的局部坐标 T 是 W 的度置， 
习邇 32.5. 如果# = G 是具双不变度童的李群，则对于主手征场；狄利克雷 
积分取 （ 29) 的形式. 
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现在回到 M ^ S 2 的情形，其中： r 1 / 是 R 2 中的欧几里得坐标.设 

是 5 2 \{ooj 中的共形欧几里得坐标，在这种坐标中其上的度量形式为（见卷 

1 7 §13) 

a = 4 ㈣ )2+4 咖 〒 = Adzd ~ z 

細 (1 + (^) 2 + (« 2 ) 2 ) 2 _ (1 + |， 2 ’ 

其中 z = u 1 + iu 2 y w — x 1 + lx 2 . 由此得出 


啡 } 




(1 作| 2 ) 2 


dw A dw 



映射^ 炉—炉的度可按下式 计算: 


deg n 


Y ⑼ 


R 2 



dz A dz ^ 



^ J (1 + |^| 2 ) 2 

R 2 


dxdy ^ (37) 


其中 tt = ti 1 , t p — u 2 y x = x l .y = x 2 . 差 S { n } — 2 ?rdeg n 形如 


5 — 27 t deg n 



(U X - Vy) 2 + (Uy 4 - V X ) 

JTTWT 2 


-2 


dxdy ^ 0 


(38) 


R 2 


由此我们得到 _ 

结论 1) 对于映射度 d 成立不等式 

S — 2 rc deg n = 5 — 2 Trd ^ 0. 

2) 对于泛函 S 在同伦类 d > 0中的绝对极小值，这个不等式成为等式 
5 min = 2 ^它等价于等式 


~ Vy 3 ~ 一 Vx ( 39 ) 

(即柯西黎曼方程).反之，如果 （39) 成立，且 degn - d , 则在这个同伦类中存在 
泛函 S 的极小值.因此 T 泛函 S 的极小值就在且仅在这种全纯映射^ : 5 3 ^ 5 2 
上达到，它们的形式为^ = P { w )/ Q { w ), 其中 P ， Q 是多项式+这个重要的结果 
首先在几何学中，接着在物理学中然后在铁磁体理论中得到应用， 

我们用 M —种观点来考察同一个例子.球面炉是齐性空间 

S 2 ^ 50(3)/50(2) 兰 SU (2)/ U (1) = G / H , 

并且还是一个对称空间 （见 §6). 精 确地*这意味着群 G 的李代数分解成直和1 = 
L 0 + Za , 其中 c Lj ^ LuL ,} C L 0 ; 在这里 是迷向子群 
H c G 的李代数.子空 间“和 Za 关于基灵形式是正交的 . ^场论的另一种叙 
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述方法是这 样的： 考察场 g{x) C G 并假定场 和 e^g(x) 是等价的，其中 

一⑷ = 50(2) C 80(3) 是任意函数.变换 g { x ) ㈠—心⑷是“规范变换”.实 
际上，一个等价类就是一个场 n(^)e G / H . 我们考察 。手 征拉格朗日泛函” 

S { g ( x )} = ^J(A 1 A) Ll d n x, (40) 

R " 

其中 A a ( x ) = ^^ g - 1 { x ) J ( AA) Ll 是标量积，它在李代数 L 的子空间 A 上等于 
基灵形式，而在 Ln 上等于零.在规范变换 

g(x)^e i ^ x) g{x)=g(x) 


之下，我们有 

A — A 二 e 一 ( x ) Ae ， ⑻ + iV < p , (41) 

其中分童落在 L 0 中.由此导出泛函 （40) 的规范不变性： 

S { g ( x }} = 


这也表明拉格朗日泛函 （40) 在 G / H 的等价类上是合理定义的.在我们的情形. 
0= SO(^H = SO {2 ), 场 A, 有3个分童 T i 二,4% + ,4^1 4- Ale 2y 其中 


[eo*ei) = ei, [e L ， e 2 j = e 0 , [^ } e 0 ] = ei, 

(eo, ea)Li = 0 7 = 1 ， e 2 )= 1, (42) 

= 0，i 一） ■ 


向量 eo 生成 lot 向量 eij e 2 
则我们有 




其中 a ， b 二1，2，点 


㈣ K 

0,1,2, 我们置 


(43) 


氏二 < + iAl, B a -A l a - iAl, 

BA ° dA ° ( 44 ) 

由关系式 (4S ), 当 — 0时可得 

p 

fn 4( B ;2 _ BA ) (45) 

(回想一下，我们现在是在2维空间中进行，/ 12 = - hi 是场 U ， a，b = 1,2唯一的非 
零分量).由 (43), 当0 二 1,2时我们可得 


dB l 



( 46 ) 
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(47) 

(48) 


因此，我们己将 n 场论化归为复向量场 ( B a ) 与规范场 f a 联系在一起的方程 (48), 
其中对应力张量九6还加上 个 补充 条件： 

二 在). ㈣ 

可以证明对任意的 W 场 


n*(Q) =常数 x f\ 2 dx l A dx 2 , (50) 

其屮，像以前一样、 P 是妒上正规化的 50(3) 不变的2-形式+如果 z 是 5 2 \{ oo } 
上的复坐标，则形式 D 如下 （ 见卷1, §13): 

« 一常数 X 品為. (51) 

因此，拓扑不变景 A 即 H 场的度，也由应力张量的积分决定： 

^ ~ J =常数 x j f 12 dx' A dx 2 

二常数 x / (fidx 1 + f 2 dx 2 ) 

rij /- 

=X J (BiB 2 — A dx 2 ; (52) 

其中 ： a 是某个常数， r 〜是大半径 /? 的圆周 （丑 oo),r - \ jr t} 其中八是环绕 

_ 

场万或 /的奇点的小半径^的适当定向的圆周 — 0). 按^ n 场 n ( x ) 的理论， 
假定在有限点（即在中的点）上的奇性是必需的：满足 nlxi ) = oo 的点^在我 
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们的表述中是奇点，在这些点上，场 ( B a J a ) 可能没有定义，因为映射 n : S 2 ^ S ^ 


并没有在整体上被映射 g : S 2 ^ 如 (3)( 或 SU (2)) 覆叠 




在点 oo 6炉处纤维 


丛妒—炉的截面变成多值的，随之函数 g ⑷对 z G n - Hoo ) 也变成多值的.形式 
/ idx 1 + hdx ^ 是纤维丛 n *{ ri ) 中的联络，其中7?是标准的霍普夫纤 维丛妒 —炉, 
结构群 G = # (见例 24.1). 

我们现在使用全纯场 n 显式表示如果 w = : r 1 +^ r 3 是 R 2 中的复坐标且 
映射 n = z ( w ) 是全纯的，则（见 (51)) 


n *( Q ) 


dz 


dw A dw 


dw (1 + | z ( iy )| 2 ) 2 


全纯场 z ( w ) 给出泛函 



{ A y A ) Ll d 2 x 



(BiBi 4- B 2 B 2) dx 1 A dx 


R 2 


It 2 


在条件 



n \ Q ) 



( B1B2 — B2B \) dx 1 A dx 2 


R2 


之下的绝对极小值.考察量 


(53) 


(54) 


S+J n * ⑼二 (BjBi + B 2 B 2 ) + i { B { B 2 - A dx 2 





(Si 4- iB2 )( B ± — iB ^ dx ^ A dx 2 . 


(55) 


对于极小值成立 5^^/ n *(/?)=0 或即 


B\ 1S2 


(56) 


由此及方程 （49)，(50)，(53) 导出: 


2 

dz dw A dw 
dw (1 + \ z ( w )\ 2 ) 2 


= 常数 x — B2Bi)dw A dw —常数 x B^dtu A dw , 


由此最后有 


B 1 


常数心 
+ \ z \ 2 dw 1 


(67) 


作为本节的结束，我们证明一个出自近期文献中的 命题： 对于所有形如 （35) 的 
具闵可夫斯基度量&6 (即《场定义在 蚵上） 的泛函 S 的极值，欧拉-拉格朗曰 
方程 M = 0等价于“正弦-戈登方程”.（后者是负常曲率曲面嵌入到欧几里得空间 
中产生的方程（见卷1, §30.4).) 
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使用变量 C ，％ 使得心 2 = 敗 dl h 则泛函沒有形式为 


S{n} ^ J(^2 n^n^)d^dr) 7 


(58) 


K 2 


假定 V = 1+我们来推导欧拉-拉格朗日方程 .设# 是变童 f 和7?的任意待定函数 
(拉格朗日乘子考察泛函 


= j\{ n b n v) - ^iJiY)dr}d^ 





(59) 


1 R 2 


(这里及后面 ，（， 〉表示妒中的欧几里得标量积).在 〈 n ， n > = 1 时，方程 ^9 = 0 有 
形式为（见卷1, §37) 




dn^ J dr} \ dn^ ) 


3A 

dn a ^ 


1,2,3. 


由此 


= fm 


1,2, 3. 


或由 ( n . n ) 


= (^r? j u)n, fi = (n, Ti^} 


我们证 明：量 是“积分 ' w 


^1^1 _ n 


事实上，由于 （62) 及巧正交于 n ， 我们有 


1 djn ^ n ^) 
2" ― dr } — 

于是， h 卜 /(OJ 二 9( V )- 

作置换 


= { n ^, n ){ n ^ n ) 


{ n ^ y n v } 

f (0 g ( v ) 


对于量 A 我们从 （62) 得到方程 


& 2 oJ 

d ^ dt ] 


fg sin ua 


局部替换 之—如 ，” —物) 可将方程 （65) 变成“正弦-戈登方程 


(60) 


(m) 


(62) 


(63) 


(64) 


( 65 ) 


^ = sin <f . 

研究这个方程要远比前面介绍的研究 *5 在给定度中的极小值困难得多 


2 ^ 
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我们回想，复流形 M 称为凯勒流形，如果它的度量 g ^ dz ^ 定义了一个闭形 
♦ 

式 w = -gijdz % A dz j . 

定理 33 丄设 M 是复 n 维的凯勒流形 ，X CM 是它的复 A 维子流形，考察 


子流形 X 在 M 中由一族实狄维子流形 y 组成的实变分类，每一个 y 在 （X 
上）一个紧区域外部重合于 x . 此外还要求每一个 y 有一个“形变”区域，形式 
为一个实定向的 (2^ +1)维流形 z ， z 的边界 oz = xu (- y ), 其中 (- n 是流 
形 Y 但定向相反（图 125). 



a) 


S 125 



b ) 


于是，流形X的体积 v ( X ) 不大于 v ( Y ) (如果X和/非紧，则上式对于 

x 和 y 不重合部分的体积也成立).如果 r 的体积与X的体积相等，则 y 也 

是复流形. 

于是，在凯勒流形中，任何紧复子流形必是整体极小子流形（即是体积极小的高 
维变分问题的极值).例如，在 CP" 中，复子流形是整体极小子流形.复空间 c" 也 
是凯勒流形，因而 c« 中任何复子流形 x 关于保持义中某个有界区域的外部不动 
的扰动是极小的.我们回想一下， c" 中所有的复子流形均是非紧的. 

现在转向定理33,1的证明. 

引理 33.1. 对于上的任何2次外形式 o； 可取到规范正交基 en … ,e 2n; 

使得关于这组基 w 可写成如下形式 

Ai^ 3 ^ ^2 + r " * + -^n^2n-l ^ ^2n? 

其中 Al, ■ - ■ , X n 是非负数，而^1，… #2n 是 ei， 在 R 2n 中的对偶基 * 

证明在] R 2 " 中考察任意的规范正交基…对于给定的2次外形式 A 
我们组成矩阵4 = K ), 其中％ = 我们将矩阵4称为伴随于形式 w 的 

矩阵.因为 o; 由它在基向量上的值完全决定，所以它完全由自己的矩阵4 (连同所 
指定的规范正交基 eV.，,e^ n ) 所决定，显然，4是反称矩阵.结果，对子4存在这 
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样的规范正交基使得关于这组基4的形式为 



- A] 0 

A = 




0 An 



其中 A | , • - • , A ri 是非负数_设…, UJ 2 n 是基^1， ••- sP ^ 2 n 的对 偶基. 于是易见有 



入 Wa 八 Wa+1_ 


3 .… , 2 / 1-1 


引理得证. 口 

引理 33.2. 设在空间 3 R 2n = 中给定一个埃尔米特度童 ( 9 ij ). 进一步 T 设 w 
是对应于度量知的2 次外形式，即 w 是由公式 w ( yi , v 2 ) = { iv 1 , v 2 ) 定义的2 
次外形式 t 令 

1 k 1 , 

^ ^ A • — A a;, ^ ^ n. 

K - Kl 

k 

则成立不等式 j 外 ( q ,. 」加 )1 S 1 , 其中 V ir ^ & M ： 2n 中任意的规范正交 
向景系.此夕卜，等式 ■ ■ ■ , V2k)\ - 1成立当且仅当 ”找 生成 M 2fi 中 

的复子空间（即向量 … .t% 的实线性包在纟的相乘之下不变)+ 

证明 1) k --- 1 的情形.设 w. 2 G 是长度为1的正交的向量.显然， 

卜 I㈣』， )1 S hi ■ M 二：： L 等号成立当且仅当士叱=如，即向童 m ， v 2 
生成复1维子空间（实维数为 2). 

2 ) 一般情形.设 V c _ 炉”是由 外,… 生成的子空间.用 D 表示限制 Mv . 
由引理 33 山可以取到子空间 y 的规范正交基☆,，■ , e 此和它的对偶基的，…，吟 Jt 
使得 J 二 Xju；i A ^'2 + ' ■ ■ 4- ^ k ^2 k-L A L 02 k 7 其中 Ai ? — ■ 是非负实数.显然, 

(1 ^ k ). 由此并根据 A : = 1 的情形，我们得到 ；\ p S 1,且 

入 P -- 1 当且仅当 ^ 2 p-l - 我们用心表示形式 <7 fc = | J 在子空间 V 上的 

K 

限制+于是|^(^,--- .^)1 - ^(仏…他)等号成立当且仅当 

X p ^}( l ^ p ^ k ) , 即当且仅当= ± c^ r (l k ), 后面这个等式意味着 F 
是空间的复子空间.引理312得证. 口 

定理 33-1 的证明设 w 是上的 f 次外形式少是的 f 维线性子空 
间； 并设^…，叫和 v \ n \ 是空间 V 的属于同一个定向类中的任意两个规范 
正交基.由；维空间中；次外形式的变换规则（即乘上线性变换的行列式）立即导出 
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^{ vu - …， A ) = 形式9可以合理定义为同一个子空间中规范正交基的 

定向类集上的函数.换言之，欧几里得空间 f 上的 Z 次外形式#定义了 Rh 中 Z 
维 定向子空间的格拉斯曼流形 d 2n>l (JtL 55) 上的一个函数（我们仍用同一字母 p 表 
示).子空间 r 的规范正交基的一个定向类，即 g 2V 中一个点，记为 R 



图126 

现在设 X 是 M 的复子流形， y 是所容许的变分，我们如前用 T x X (相应地 TyY ) 

表示子流形 X (相应地在点 rr 处（相应地在点 y 处）的切空间.再设 Z 是 M 中 

_ 

满足 二 -^ U ( — 的子流形（图 126)* 设 u A dz ° 是上面定义在 M 上 

的闭2- 形式， W 二于是，显然有 dc 7 fc = 0,由斯托克斯公式 










我们用办和 dy 分别表示子流形 X 和 F 的 2 fc 维的体积外形式.于是， 



= J a- k (T x X)dx; 

X 



J Ok{%y)dy. 

y 


因为 X 是 M 中复子流形，即是 T X M = C " - E 2 - 的复子空间 t 所以由引理 
33,2, <r k [T x X) - 1,〜(? 〆 ）€ 1 (回想一下， y 不一定是复子流形).由此， 

v(X) = Jdx = J a k (T x X)dx = J a k {f y Y)dy ^ J dy = v(Y). 

X X Y Y 


于是，定理的第一部分得证.进一步，显然有等号 v ( X )= v ( Y ) 成立当且仅当在一个 
2 k 维测度的区域上成立恒等式 a k ( f y Y ) = 1,由引理33,2,这后面的恒等式等价于 
T y Y 对几乎所有的 yeY 是复子空间，即 r 是 M 的复子流形.定理完全得证. □ 
由定理的证明明显可见，关于子流形 X c M 无奇性的假定不是实质性的限制. 
这个证明（使用满测度的子集）也可过渡到代数曲面 X c M (即由 M 上的一组复 
多项式方程给定的曲面)，尽管这种曲面可能有奇点（例如光滑流形上的锥面).在这 
种情形, x 和 y 的配边性条件应该由更一般的关系 替代: x 和 r 在群 H 2 k ( M t dX ) 
中是同调的，即 X 和 F 在群 H 2 k ( M , dX ) 中决定同一个元， 

在 CP " 中，子流形 CP k (l ^k^n) 在群 H 2 k{CP n ,Z) = Z 中代表生成元，且 
在这个同调类中是整体极小的.可以证明（这是很不平凡的事 实)： 如果 K C CP 是 
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一个 2 A ; 维子流形，代表生成元1 G Z 勾且 v ( Y ) = v ( CP k ), 则存在群 

SU ( n + l ) 中的变换 C ， 一 将 [ 变换成 CF k . 换言之，子流形 CP k c 
是（关于绝对极小的）高维变分问题在同调类1 G Z = 迅 fc ( CP ' Z ) 中（除一个等 
距夕卜）的唯一解.还可以证明：如果 K 实现元 m eZ = / 土则 

v ( V ") > v ( CP k ). 我们不在这里证明上述送些结沧- 
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